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AVERTISSEMENT. 


Cet ouvrage, entrepris sur la demande du Conseil d’mstruction 
de r£cole royale polytechnique, of&e le resume des Le90iis que j’ai 
donnees a cette £cole sur le calcul infinitesimal. II sera compose 
de deux volumes correspondans aux deux annees qui forment la 
duree de I’enseignement. Je publie aujourd’hui le premier volume 
divise en quarante Le9ons, dont les vingt premieres comprennent 
Je calcul difFerentiel , et les vingt derni^res tme parrie du calcul 
integral. Les methodes que j’ai suivies different a pJusieurs egards 
de celles qui se trouvent exposees dans les ouvrages du m^me 
genre. Mon but principal a et 6 de concilier la rigueur, dont je 
m’dtais fait tme loi dans mon Cotars d’ analyse , avec la shnpliciie qui 
resulte de la consideration directe des quantites infiniment pethes. 
Pour cette raison , j’ai cru devoir rejeter les developperaens des 
fonctions en series infinies , routes les fois que les series obtenues 
ne sont pas convergentes ; et je me suis vu force de reovoyer 
au calcul integral la formule de Taylor, cette formule ne 
pouvant plus etre admise comme generale quautant que la ^rie 
qu’eJle renferme se trouve reduite a un. nombre fini de termes , 
completee par une integrale definie. Je n'ignore pas que fillustre 
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auteur de WMicanique malytique a pris la formule dont il s agit pour 
base de sa th^orie i^t^fonctiom dhivks, Mais , malgre tout le respect 
que commande une si grande autorit6 , la .plupart des g^om^tres 
s’accordent maintenant a reconnaitre I’incertitude des r^suJtats 
auxquels on peut etre conduit par i emploi de series divergentes , 
et nous ajouterons que, dans plusieurs cas, le theoreme de Taylor 
serable fournir le developperaent d une fonction en serie conver- 
gente, quoique la somme de la s^rie differe essentiellement de la 
fonction proposee [ vqyez la fin de la 38.* Le9on ]. Au reste, ceux 
qui lirontmon ouvrage, se convaincront, je I’espere, que les prin- 
cipes du calcul dfiFerentiel, etses applications les plus importantes, 
peuventetre facilement exposes, sans I’intervention des series. . 

Dans le calcul integral , il m a paru n^cessaire de d^montrer 
generalement JWstence des integrdes ou foncUons primdyes avant 
de faire connaitre leurs diverses proprietes. Pour y parvenir , il a 
fijlu d’abord etablir la notion ^inti^aks prises entre des limites 
domtks ou mtegraks dejimes. Ces demite pouvant etre quelquefois 
infinies ou indeterminees , il etait essentiel de rechercher dans 
quels cas elles conservent une valeur unique et finie. Le moyen 
le plus simple de resoudre la question est I’emploi des integrales 
difinies sinffdieres qui sont Tobjet de la 2^.* Lc9on. De plus, parrai 
les valeurs en nombre infini, que fon peut attribuer a une int^grale 
indetermin^e , il en existe une qui merite une attention particu- 
liere , et que nous avons nommee valeur prindpale. La consideration 
des integrales definies singulite et celie des valeurs principales 
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des integrales indetermin^es sent tr^s-utiles dans la solution d’une 
foule de probBmes, On en deduit un grand nombre de forraules 
generales propres k ia determination des integrales definies, ec 
semblables k celles que j’ai donnees dans un Memoire presentc k 
rinstitut en 1814. On trouvera dans les Lemons 34 et 39 une 
formule de ce genre appliqu^e k I’ev^uation de plusieurs integrales 
definies, dont quelques-unes etaient deja connues. 






RfiSUM£ DES LECONS 

DONNfiES 

A L’ECOLE ROTALE POLYTECHNIQUE 

SUR 

LE CALCUL infinitesimal. 


CALCUL DIFFERENTIEL. 


premiere lECON. 

DES VARUBLES, DE LEDRS UMITES ET DES QDANTITfiS IMFINIMEST PETITES. 


On nomme quantite variable celle que Ton considere comme devant 
recevoir successivement plusieurs valeurs differentes les unes des 
autres. On appelle au contraire quantite constante toute quantite qui 
re^oit une valeur fixe et determinee. Lorsque les valeurs successi- 
vement attribuees a une meme variable s’approchent indefiniment 
d’une valeur fixe, de maniere a finir par en difi’erer aussi peu que 
Ton voudra, cette derniere est appelee la limite de toutes les autreg. 
Ainsi, par example, la surface du cercle est la limite vers laquelle 
convergent les surfaces des polygones reguliers inscrits, tandis que 
le nombre de leurs cotes croit de plus en plus; et le rayon vecteur, 
mene du centre d’une hyperbole a un point de la courbe qui s’^loigne 
de plus en plus de ce centre, forme avec I’axe des x un angle qui a 
pour limite Tangle forme par Tasymptote avec le meme axe; — Nous 
indiquerons la limite vers laquelle converge une variable donnee par 
Tabreviation Um placee devant cette variable. 
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Souvpnt les limites vers Jesquelles convergent des expressions 
variables sc presentent sous une forme indeterminee, et neanmoins 
on pent encore fixer, a I’aide de inethodes particulieres, Ics veri- 
lables valours de ces mcmes limites. Ainsi, par exemple, les limites 
dont s’approchent indefiniment les deux expressions variables 


tandis que a converge vers zero, se presentent sous les formes inde- 
terminees i*"; et pourtant ces deux limites ont des valours fixes 
quo Ton peut calculcr comme il suit. 

On a evidemmcnt, pour de tres petites valeurs numeriques de a. 


sin« 

sin« 


>^> 


a 


sinot 

tanga 


Par consequent le rapport toujours compris entre les deux quan- 
tites = I et = cosa, dont la premiere sert do limitc a la 

sin a tanga ^ 

seconde, aura lui-memc I’unite pour limite. 

Chcrchons maintcnant la limite vers laquelle converge I’expres- 

sion (i + a)®, tandis que a s’approcho indefiniment de zero. Si Ton 

suppose d’abord la quantite a positive et de la forme m designant 

un nombre entier variable et susceptible d’un accroissement indefini, 
on aura 



'1 . 2 . 3 . . . \ w? / \ ni) \ VI ) 


Comme, dans le second membre de cette dernicre formule, les termes 
qui renferment la quantity m sont tous positifs et croissonl en valours 
et en nombre en meme temps que cette quantite, il est clair quo I’ox- 
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pression + croitra elle-meme avec le nombre entier m, en 
demeurant toujours comprise entre les deux sommes 


I 

H- - zz 2 
I 

et 

I 1 I I O 

I — _l 1 — 3; 

I 2 2.2 2.2.2 


done elle s’approchera indefiniment, pour des valeurs croissantes de 
m, d’une certaine limite comprise entre 2 et 3. Cette limife est un 
nombre qui joue un grand role dans le Calcul infinitesimal, et qu’on 
est convenu de designer par la lettre e. Si Ton prend m = 10000, on 
trouvera pour valeur approchee de e, en faisant usage des Tables de 
logarithmes decimaux, 


/ 10001 yoK®" 
\iooooy 


2,7183. 


Cette valeur approchee estexacte a ,-5^ pres, ainsi que nous le ver- 
rons plus tard. 

Supposons maintenant que a, toujours positif, ne soit plus de la 
forme Designons dans cette hypothbse par m Qi n = m + i les 

deux nombres entiers immediatement inferieur et superieur a - > en 
sorte qu’on ait 


(x et V 6tant des nombres compris entre zero et I’unite. L’expres- 
sion (i + a)“ sera 6videmment renferroee entre les deux suivantes 


(-if 

et, comme, pour des valeurs de a decroissantes k I’infini ou, ce qui 
revient au meme, pour des valeurs toujours croissantes de m et de n, 
les deux quantites convergent lune et 1 autre 
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vers lalimite e, tandis que i •+■ £> i — s’approchent indefmiment 
de la limite i, il en resulte que chacune des expressions 


1 1 



et par suite I’expression intermediaire (i -i-a)“ convergeronl, encore 
vers la limite e. 

Supposons enfin que a devienne une quantite negative. Si Ton fait 
dans cette hypothese 

P sera une quantite positive qui convergera elle-meme vers zero, ot 
I’on trouvera 

i ‘-±1! r 

(i + «)“=('+P) P =L(‘ + (3)M , 

puis, en passant aux limites, 

lim (i + a)“=^ = e. 

Lorsque les valeurs numeriques successives d’une meme variable 
decroissent indefiniment de maniere a s’abaisser au-dessous de tout 
nombre donne, cette variable devient ce qu’on nomme un infmiment 
petit ou une quantite infmiment petite. Une variable de cette espfeco 
a zero pour limite. Telle est la variable a dans les calculs qui pre- 
cedent. 

Lorsque les valeurs numeriques successives d’une meme variable 
croissent de plus en plus, de maniere a s’elever au-dessus de tout 
nombre donne, on dit que cette variable a pour limite I’infini positit 
indique par le signe oo, s’il s’agit d’une variable positive; et I’infini 
negatif indique par la notation — oo, s’il s’agit d’une variable nega- 
tive. Tel est le nombre variable m que nous avons employe ci-dossus. 
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DEUXIEME LEGON. 


DES FONCTIONS CONTINUES ET DISCONTINUES. BEPRfiSENTATION GfiOM^TRIQUE 
DES FONCTIONS CONTINUES. 


Lorsquc des quantites variables sent tellement liees entre elles 
que, la valeur de Tune d’elles etant donnee, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on conQoit d’ordinaire ces diverses 
quantites exprimees au moyen de Tune d’entre elles, qui prend alors 
le nom de variable independante; et les autres quantites, exprimees 
au moyen de la variable independante, sont ce qu’on appelle A&sfonc- 
tions de cetfe variable. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, les valeurs de quelques-unes 6tant donnees, on puisse en con- 
clure celles de toutes les autres, on conQoit ces diverses quantites 
exprimees au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 
le nom de variables inddpendantes; et les quantites restantes, expri- 
mees au moyen des variables independantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces memes variables. Les diverses expressions que 
Iburnissent I’Algebre et laTrigonometrie, lorsqu’elles renferment des 
variables considerees comme independantes, sont autant de fonctions 
de ces variables. Ainsi, par exemple, 

Lar, sina:, ... 

sont des fonctions de la variable x\ 

xr, xys, ... 

des fonctions des variables x ety ou x,y et s, etc. 


OEuvres de — S. If, t. IV*. 


3 



18 RESUME RES LECONS SRR LE CALCUL INFINITESIMAL. 

Lorsque des fonctions d’line ou plusieurs variables se trouvent, 
eomme dans les exeraples precedents, imnaediatement expriineos an 
moyeii do cos memes variables, elles sent nominees fonctions expli- 
ciies. Mais, lorsqu’on donne seulementles relations entre les fonctions 
et les variables, c’est-a-dire les equations auxquelles ces quantites 
doivcnt satisfaire, tant que ces equations no sont pas resolues alge- 
briquement, les fonctions n’etant pas exprimees immediatement an 
moyen des variables sont appelees fonctions implicites. Pour les rendre 
explicites, il sufiit de resoudre, lorsque cela se peut, les equations qui 
les determinent. Par excmple, y etant une function implicite de x 
determinee par I’equation 

si Ton nomme A la base du systeme de logarithmes que Ton consi- 
dere, la meme function, devenue explicite par la resolution de I’^ua- 
tion donnee, sera 

7 = A®. 

Lorsqu’on veut designer une fonction explicite d’uneseulevariablo. a? 
ou de plusieurs variables sans determiner la nature de cettc 

fonction, on emploie I’une des notations 

f{x), F{x), o{x), x(^). 
fix,y,z, ...), F(a7,y,3, .. .), 

Souvent, dans le calcul, on se sort de la caract^ristique A pour indi- 
quer les accroissements simultanes de deux variables qui dependent 
I’une de I’autre. Cela pose, si la variable j est exprimee en fonction 
de la variable x par I’equation 

(i) y=/(^), 

Ay, ou I’accroissement de y correspondant a I’accroissement Aa: de la 
variable x, sera determine par la formula 


( 2 ) 


y-yAy =/(« + Aa?). 
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CALCUL DIFFtRENTIEL. 
Plus generalement, si Ton suppose 

(3) F(a;,j)=o, 


on aura 

(4) F(a;-f-Aa?, /H- Aj) = o. 

11 est bon d’observer que, des equations (i) et ( 2 ) reunies, on conclut 

(5) A/=/(.r + Aa:) — /(a:). 

Soient maintenant h et i deux quantit^s distinctes, la premiere finie, 
la seconde infiniment petite, et a = ^ le rapport infiniment petit de 
ces deux quantites. Si Ton attribue a Aa? la valeur finie h, la valeur 
de Aj, donnee par I’equation (5), deviendra ce qu’on appelle la diffe- 
rence finie dc la fonction /(a;), et sera ordinairement une quantite 
finie. Si, au contraire, Ton attribue a Ax une valeur infiniment petite, 
si Ton fait par exemple 

Ax = i — ah, 

la valeur de Ay, savoir 

f{x + i)—f[x) ou f{x->rah) —f[x), 

sera ordinairement une quantite infiniment petite. C’est ce que Ton 
verifiera aisement a I’egard des functions 

A*, sin a;, cos a;, 


auxquelles correspondent les differences 

A*+i — A® = ( A' — I ) A'*, 
sin (a; + z) — sinar = 3 sin^ cos^a; -t- 

cos (a; + i) — cosx=z — 2 sin^ sin (^x -1- 


dont chacune renferme un facteur A‘ — i ou sin^ qui converge ind4- 

finiment avec i vers la limite zero. 

Lorsque, la function /(x) admettant une valeur unique et finie 
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pour toutes les valours do x comprises entre deux limiles dounees, 
la difference 

f{x + i)—f{x) 

est toujours entre ces limitcs une quantite infiniment petite, on dit 
que/(a!) est fonction continue de la variable x entre les limites dont 
il s’agit. 

On dit encore que la fonction fix') est, dans Ic voisinago d’unc 
valeur particulierc attribuee a la variable x, fonction continue de 
cette variable toutes les fois qu’elle est continue entre deux limitcs, 
memo tres rapprochees, qui renferment la valeur en question. 

Enfin, lorsqu’une fonction cesse d’eti’C continue dans le voisinage 
d’une valeur particuliere de la variable x, on dit qu’clle devicnt alors 
discontinue, et qu’il y a pour cette valeur parliculibre solution de con- 
tinuite. Ainsi, par exemple, il y a solution do continuite dans la fonc- 
tion pour x = o; dans la fonction tanga;, pour a? = =t 

k 6tant un nombre entier quelconque; etc. 

D’apres ces explications, il sera facile de reconnaitrc entre quclles 
limites une fonction donnee de la variable x est continue par rapport 
a cette variable. (Voir, pour de plus amples devcloppeinonts, le Gha- 
pitre II de la P® Partie du Cours d’ Analyse, public en 1821) ('). 

Concevons a present que Ton construise la courbe qui a pour equa- 
tion en coordonnees rectangulaires y = f{x). Si la fonction /(a;) esl 
continue entre les limites x = Xf„ a7 = X, a chaque abscisse x com- 
prise entre ces limites correspondra une seule ordonnec; et de plus, 
a? venant a croitre d’une quantite infiniment petite Aa;, j croitra d’une 
quantite infiniment petite Ay. Par suite, a deux abscisses tres rappro- 
chees X, X Ax, correspondront deux points tres rapproches Tun do 
I’autre, puisque leur distance '^Ax'^ -+- Ay'-‘ sera elle-meme une quan- 
tite infiniment petite. Ces conditions ne peuvent etre satisfaites qu’au- 
tant que les difierents points forment une ligne continue entre les 
limites x = x^, x = X. 


'■(') OEmres de Cauchf, S. II, T. HI. 
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Exemples. — Construire les courbes representees par les equations 


y = x’>\ J = y — hx, J — sina?, 

dans lesquclles A designc une constante positive et m un nombrc 
entier. 

Determiner les formes generales de ces memos courbes. 
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TROISIEME LECON. 

DfiRiyfiES DES FONCTIONS d’oNE SEULE VARIABLE. 


Lorsque la fonction y= /{se) reste continue entre deux limites 
donnees de la variable oo, et que Ton assigne a cette variable uno 
valeur comprise entre les deux limites dont il s’agit, un accroisse- 
ment infiniment petit, attribue a la variable, produit un accrois- 
sement infiniment petit de la fonction elle-meme. Par consequent, 
si Ton pose alors — i, les deux termes du rapport aux differences 

/.-I _ /(^ + «)-/(^) 


seront des quantites infiniment pctites. Mais, tandis que ces deux 
termes s’approcheront indefiniment et simultanement de la, limite 
zero, le rapport lui-memc pourra converger vers unc autre limite, 
soit positive, soit negative. Cette limite, lorsqu’elle cxiste, a une 
valeur determinee pour chaque valeur particulibre do x; mais ellc 
varie avec x. Ainsi, par exemple, si Ton prend f{x) = a?®, m desi- 
gnant un nombre entier, le rapport entre les differences infiniment 
petites sera 


(a? -h a?" 




m{m — i) 


1.2 


-h. , .-h 


'm—i 


et il aura pour limite la quantite mx’^~', c’est-a-dire une nouvello 
fonction de la variable x. Il en sera de meme en general; seule- 
ment la forme de la fonction nouvelle qui servira de limite au rap- 

port j — i- — - dependra de la forme de la fonction proposee 

y=f{^)- Pour indiquer cette dependance. on donne a la nouvelle 
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fonction le nom de fonction dirivee, et on la designe, a I’aide d’un 
accent, park notation 

y ou /'(a?). 

Dans la recherche des derivees des fonctions d’une seule variable x, 
il est utile de distinguer les fonctions que Ton nomme simples, ot que 
Ton considere comme resultant d’une seule operation elfectuee sur 
cette variable, d’avec les fonctions que Ton construit a I’aide de plu- 
sieurs operations et que Ton nomine composees. Les fonctions simples 
que produisent les operations de I’AIgfehre et de la Trigonometrie 
{voirlz Parti e du Cours d’ Analyse, Chap. I) peuvent etre reduiles 
aux suivantes 

a x, a — X, ax, — , x°', A'*, \^x, 

X 

sinj?, cos^, arcsin,r, arccosjr, 

A designant un nombre constant, a = ±k une quantile constante, et 
la lettre L indiquant un logarithme pris dans le systeme dont la base 
est A. Si I’on prend une de ces fonctions simples poury, il sera facile 
en general d’obtenirla fonction deriveej'. On trouvera, parexemple, 
pour y = a-\-x, 

Ar {a-\-x-^i) — {a-\-x) 

= : — J 

Aa? I 

pour y = a — X, 

A/ (^a — x — i) — {a — x) 

y- — ; I, y— 

Ax i 

pour y = ax, 

Ay ^ a{x -f- i) — 

A^ i ^ 

pour 7=1^ 

a __ a 

Ay __ X 

Ax I 
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pour j = sin a?, 


A/ __ sin^^’ 
A^ 


COS(^ +-2-O1 




cos^ — sin|^.T -h 


pour j — cos;r, 



sin|^ 


sin(^ 


y — sin j:* rr cos 



De plus, en posant i= cLXy k^= i ^ ct (r a)" — t -h y, on trou- 
vera, pour j hx, 


Ay L(t -4- i) — Lx __ L(j h- a) L(i 4- a)“ Le^ 

Ax i OCX X ’ ^ X ^ 


pour y = 


^ — A” 

Aj^ i i -i 

. L(i- 4 -( 3 )f^ 

pour y = 




Le^ 


Ay 

A 5 


£ 

^ \ rr.: -J: i 

I OL I 

L(H-y)T 


y'— flj;'*-'. 


Dans ces dernieres formules, la lettre e designe le nombrc 2,718... 

1 

qui sert de limite a I’expression (i -H a)“. Si Ton prond ce nombre 
pour base d’un systeme de logarithnies, on obtiendra les logaritbmes 
neperiens ou hyperboUques, quo nous indiquerons toujours a raide do 
la letlre 1 . Cela pose, on aura evidemment 


le = r, 


Le = 


Le le j 

LA “ IA ~ FA’ 


et do plus on trouvera, pour y = \x. 



pour y = e^, 


y' — e®. 



CALCUL DIFFERENTIEL. 

Les diverses formules qui precedent etant etablies seulement pour les 
valeurs dc cc auxquelles correspondent des valeurs reelles de y, on 
doit supposer x positive dans celles de ces formules qui se rapportent 
aux fonctions Lx, lx, et meme a la fonction of, lorsque a designe une 
fraction de denominateur pair ou un norabre irrationnel. 

Soit maintenant s une seconde fonction de x, liee a la premiere 
r = /(•») par la formule 

(2) i; = F(7). 

js ou F[/(a;)] sera ce qu’on appelle une fonction de fonction de la 
variable x', et, si Ton designe par Acr, Ay, A- les accroissements 
infiniment petits et simultane^des trois variables x, y, on trou- 
vera 

^ __ F(y-yAy) — F(j) _ F(r + Ar) — F( r) 

Aj; Ad? Ay Ad? 


puis, en passant aux limites, 

(3) .-' = y'F'(y)=/'(d?)F'[/(d?)]. 

Par exemple, si Ton fait s = ay ety — la?, on aura 


A I’aide de la formule (3), on determinera facileihent les derivees des 
fonctions simples of, arcsina?, arccosa? en supposant connues 
celles des fonctions La;, sina;, cosa?. On trouvera, en effet, pour 


y = A^', 



li 

II 

fL = A'^IA; 

^ he 

pour y 

= a;“, 




11 

/ 1 a 

y — = — 5 
d y X 

X 

pour y 

= arcsine, 




sin/ =: oc, 

f COS/ 

cos/ y/i— 


OEiwres de C. — S. 11, t. IV. 
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pour Y = arc cost, 

cosr = j;, r' X (— sin y) = I, y' = -r— ^ = - 7 ==.- • 

De plus, les derivees des fonclions composees 


A^, eJ', ~ 

y 


etant respcctivement, en vertu de la formule (3), 

jy'AJ'IA, ~ 

Ics derivees des suivantes 


A"', 

deviendront 


sec.i; = 


cos a; 


# 

- J 


I 

cosec ^ 

sin.'r 




sin:r 

cos‘^wr^ 


COS.Ctr 


Nous rcmarquerons, en finissant, que les derivees des fonctions 
composees se determinent quelquefois aussi facilement que cellos 
des fonctions simples. Ainsi, par exemplc, on trouve, pour 


, sin.r 

j = tang.r = r-r— ? 


cosa: 


Ay __ 


Ax 


r r sin(.r -h i) sin.^j 

i Lcos(^ 4- i) cos^ 




sirii 


COS^J ? COS JT cos( J? -h f ) ’ 


pour y= cota7= — 


cos,r 


Ax 


I r cos(.r -i- i 
i Lsin(^ 4- i 


sia^ 

i) cos. a;! 


sin ^ 


i) sin5?J 
et Ton en conclut, pour j — arc tanga?, 

y' 


i: sinj? sin(a? 4 - 0 


tangy — j;, 


cos^y 




: COS=^/ ™ 




cos- 07' 


t? r,; 


sni4r 


U ^3 


I 4 - 07 


35 


pour 7 = arc cot^, 
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QUA.TRIEME LECON. 


DIFFfiKENTIELLBS DBS FONCTIONS d’bNE SEULE VARIABLE. 


Soient toujOurs y = /(os) une fonction de la variable indepen- 
dante or; i une quantite infiniment petite, et h une quantile finie. 
Si Ton pose i=ah, a sera encore une quantite infiniment petite, 
et Ton aura identiquement 

f{x -t- i) —f{x) _ f{x + a.h) —fix) 
i « A ’ 

d’oii Ton conclura 

f{x + (xh) —f(x) _ —f(x) 

a i 

La limite vers laquelle converge le premier membre de I’equation (i), 
tandis que la variable a s’approche indefiniment de zero, la quan- 
tite h demeurant constante, est ce qu’on appelle la differentielle de la 
fonction r —f(x). On indique cette differentielle par la caracteris- 
tique d, ainsi qu’il suit : 

dy on d f[x), 

II est facile d’obtenir sa valeur lorsqu’on connait celle de la fonction 
derivee V o\xf(x). En effet, en prenant les limites des deux membres 
de I’equation (i), on Irouvera generalement 

(2) df{x)=hf\x). 

Dans le eas particulier oh f(x) = x, I’equation (2) se reduit a 


( 3 ) 


dx hi : h* 
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Ainsi la differentielle clc la variable independante cc n’cst autre chos(' 
que la constante finie h. Cela pose, I’equation ( 2 ) deviendra 

( 4 ) df{x)—f{x)dx 

ou, ce qui revient au meme, 

( 5 ) dy~y'dx. 

II rcsulte de cos dernieres que la derivee y' = f'(^) d’uiie Ibnction 

civ 

quelconque y=f{x) est precisement egale a c’esl-a-dire au 

rapport entre la differentielle de la fonction et celle de la variable 
oil, si Ton veut, au coefficient par lequel il faut multiplier la seconde 
differentielle pour obtenir la premiere. C’est pour cette raison qu'on 
donne quelquefois a la fonction derivee le nom de coefficient dijfe- 
rentieL 

Differentier une fonction, c’est trouver sa differentielle. L’operation 
par laquelle on differentie s’appelle differentiation, 

En vertu de la formule (4), on obtiendra immediatemont los clif- 
ferentielles des fonctions dont on aura calcule les derivecs. Si Ton 
applique d’abord cette formule aux fonctions simples, on troiivera 


x)r=: dx, d{a^x)^—dxy d{ax) tih a dxy 


d^z-z-—a-^i dx**==z dx; 

X x^ 


dk^ “ 1 A dx, de^ dx ; 


7 1- .»• dx 

dluX = Le — ) 

X 


d\xr=z 


dx 


d sin,:?:; =:= cosx dx ~ sin (^x -h 

c/cosj;=— sinxdx =:cos(x -h ~ 

\ 2 

dx 


t^aresin^ ~ 


\/i ~ 


dB.rc OOSX — 


dx, - 


dx; 

dx 

\/r^ 
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On elablira do meme les equations 



dx 


dx 


cos^.r ' 


rfsirc tang^ 

dx 

^arc coIj: ~ — 

dx 


I -4- ips’ 


d s6cx Tzz 

sin X dx 

n n 

Cos.r rfx 


COs2.'rr ^ 




Ces diversess equations, ainsi que ceiles auxquelles nous sommes 
parvenus dans la Le^on precedente, ne doivent etre considerees jus- 
qu’a present comme demontrees que pour les valeurs de cc auxquelles 
correspondent des valeurs reelles des fonetions dont on cherehe les 
derivees. 

En consequence, parmi les fonetions simples, ceiles dont les diffe- 
rentielles peuvent etre censees connues pour des valeurs reelles quel- 
conques de la variable x sent les suivantes 

a — X, ax, — i A®, e®, slnj?, cos^, 

X 

et la fonction of-, lorsque la valeur numerique de a se reduit a un 
notnbre entier ou a une fraction de denominateur impair. Mais on 
doit supposer la variable x renferm^e entre les deux limites — i, 
-t-i, dans les differentielles trouvees des fonetions simples arcsina;, 
arc cos® et entre les limites o,co, dans les differentielles des fonc- 
tions Lx, 1®, et meme dans celle de la fonction of, toutes les fois que 
la valeur numerique de a devient une fraction de denominateur pair 
ou un nombre irrationnel. ■ ■ 

II est encore essentiel d’observer que, conformement aux conven- 
tions etablies dans la I"' Partie du Gours d‘ Analyse, nous faisons usage 
de Tune des notations 

arcsina;, arccosa;, arciaxiga:, arccotaj, arcs^ca:, arecos4ca?, 

pour repr^senter, non pas un quelconque des arcs dont une certaine 
ligne trigonom6trique est egale a x, mais celui d’entre eux qui a la 
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plus petite valeur numerique ou, si ces arcs sont deux a deux egaux 
etde signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive; en 
consequence, arcsina?, arctanga?, arccotrr, arccoseca: sont des arcs 

compris entre les limites — orccosa:, arcseca; dcs arcs 

compris entre les limites o et tz. 

Lorsqu’on suppose y = /(a?) et Ax — i— a.h, I'equation (i), dont 
le second membre a pour limite dy, peut etre presentee sous la forme 

^ = dy + ^, 

j3 designant une quantite infiniinent petite, et Ton en conclut 

( 6 ) ikV = 0L{dy + P). 

Soit s une seconde function de la variable x. On aura de meme 

As-=a(ds -i-y), 

Y designant encore une quantite infiniment petite. On troiivera par 
suite 

dz -f- y 
Aj “ dy-h^’ 

puis, en passant aux limites. 

As _ds _z' dx _s' 

" Ay dy y' dx /' 

Ainsi, le rapport entre les differences infiniment petites de deux fonctions 
de la tmriable x a pour limite le rapport de leurs differentielles ou de leurs 
derivies. 

Supposons maintenant les fonctions y et z liees par I’equation 
(8) ^ = F(7). 

On en conclura 

_F(j + Ar) — F(7) 
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puis, cn passant aux limites et ayant egard a la formule (7), 


( 9 ) 


As 

A/ 


f 




dz=zV'{y)dy, s' = /F'(7). 


La seconde des equations (9) coincide avec I’equation ( 3 ) de laLegon 
precedente. De plus, si Ton ecrit dans la premiere F(_r) au lieu de z, 
on obtiendra la suivante 


(10) 


dV{y) = W{y)dy, 


qui est semblable pour la forme a I’equation (4)» et qui sert a diffe- 
rentier une fonction de 7, lors meme que y n’est pas la variable inde- 
pendante. 


Exemples : 

d{a^y) —dy, d{—y)=—dy, d{ay) = ady, de^'=eydy. 


y 






dy 


cflsin^c 


= a dx, de^^:= de^^ dx, 

c/sin-r (i.(^%xdx dx dx 


sin^ 


smj? 


laiigj? 


dlim^x z=z . 

® sin j? cos. z? 


La premiere de ces formules prouve que I’addition d’une constante 
a une fonction n’en altire pas la dijferentielle ni, par consequent, la 
derivie. 
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CINQUIEME LECON. 


LA DIFFfiRENTIELLE BE M SOMME BE PLDSIEURS FONCTIONS EST LA SOMME BE LEERS 
BIFFERENTIELLES. consequences be CE PRINCIPE. biffEhentielles BES FONCTIONS 
IMACINAIRES. 


Dans les Lemons precedentes, nous avons montre comment Ton 
forme les d^rivees et les differentielles dcs fonclions d’une seuli^ 
variable. Nous aliens ajouLer aux recherches que nous avons faite.s 
a ce sujet do nouveaux developpements. 

Soienl toujours x la variable indepcndante ct = ah a.(/x 
un accroissement infiniment petit attribue a cettc variable. Si Ton 
d^signe par s, u, e, w, ... plusicurs fonctions de x, et par A.v, Am, 
Ae, Any, ... les accroissements simullanes qu’elles regoivcnt, tandis 
que Ton fait croitre x de Aa?, les differentielles ds, du, di', dw, ... 
seront, d’apres leurs definitions memes, rcspectivement egales aux 
limites des rapports 

hs A« Ai* Ac»' 

« ’ ot ’ « ’ a 

Cela pose, concevons d’abord que la function s soit la somme do 
toutes les autres, en sorte qu’on ait 

( I ) A = M -)-(> + IP H- 

On trouvera successivement 


A.9 =: A« -H Ap -h A«^ + . . 

Aa A« Ap App 

a a a. a. 


puis, cn passant aux limites, 

{■>.) cis — du + dt> -i-dw-h. ■ . . 
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Lorsqu’on divise par dx les deux meinbres de cette derniere equation, 
elle devient 

(3) w’'4-. . . . 

De la formule ( 2 ) ou (3) comparee a I’equation (i), il resulte que la 
differentielle ou la derivee de la somme de plmieurs fonctions est la somme 
de leurs differentielles ou de leurs derivees. De ce principe decoulent, 
comme on va le voir, de nombreuses consequences. 

Premierement, si I’on designe par m un nombre entier, et par a, b. 


<?, , . 

• ^ p, q, r des quantites constantes, on trouvera 


/ d{u + v) 

%— dll -f* dv^ 

(4) 

diu-9) 

— da — 


\ d{au ^ bi') =: adu b dv; 

(5) 

d{au H- bi>i cw . e) - 

z adu b dv c dw 

(6) 

( d{ax^-h , e , 

. 4 - r') 

1 zz: (7?i — \)bx”^- 

— 2)cj7'"“'*-r . . .^^px ^ q^dx 


Le polynome aaf" -f- baf^' + caf^- + . . . + px^ -\-qx-\-r, dont tous 
les termes sont proportionnels a des puissances entieres de la va- 
riable X, est ce qu’on nomme une fonction entiire de cette variable. 
Si on le designe par s, on aura, en vertu de I’ei^uation (6), 

s' — max”'~'' -t- (m — 1) bx”'---‘r {m — 2)ca;"‘“®-4- . . .-h ^px •+■ q. 

Done, pour obtenir la derivee d’une fonction entiire de x, il suffit de 
multiplier chaque terme par I’exposant de la variable et de diminuer 
chaque exposant d’une uniti. 11 est aise de voir que cette proposition 
subsiste dans le cas oil la variable devient imaginaire. 

Soit maintenant 

( 7 ) S=U9W 

Comme oii aura, en supposant les fonctions u, v, w, ... toutes posi- 
tives, 

(8) Is = Ik - t- Iv le? -H- . . 


OKuvres de C. — S. It, t. IV. 


5 
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et, dans tons les cas possibles, 


( 9 ) 




I’application du principc enonce a la fornaule ( 8 ) ou a la forniiilo (9) 
fournira I’equation 


(10) 


(is _ du d(' ^ 

s “ u. i’ »’ 


de laquelle on conclura 


(•0 


,, , /dff dv dix^ \ 

d(mm\ .. 1 1 1 -...) 

^ ^ V / 

= (>«\ , . dif uiv . . . -h c/4\ . . dfv -f- . . . . 


Exemples : 


d{uv) =: udp t’ du, d{upw) “ -i- dv -f- uydw. 




Soit encore. 
(12) 


En cUfferenliant \s ou^l^^\on trouvera 


(i3) 


ds __ du dp 
s a p ’ 


a fdu dv 

' p\u r 


et, par suite, 

(a) 


= 




(’ du — u dv 


On arriverait au meme resultat, en observant quo la (lifFtM^nlielle 
do est equivalente a 
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Exemples : 


— cos-ig (^sina; — sina? <5?cos^ dx 
COSJ7 —^rzr^-i 


cos-.'r 


dcoix — 4^? 

^\n-x 


cos'^^* 


■t CL €t dx 

d~~ Z=3 


X 


X- 


eax qClx j \ 

d — [a dXf 

X X \ X J ' 


,lx J — 

d — = — dx, 

X x- 


d- 


— h dx 

a-^ X x)- 
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Si les fonctions u, v se reduisent a des fonctions entieres, le rap- 
port - deviendra ce qu^on nomme une fraction rationnelle. On deter- 
minera facilement sa differentielle a Taide des formules (6) et(i4). 

Apres avoir forme les differentielles du produit ww . . . et du quo- 
tient Bn obtiendra sans peine celles de plusieurs autres expres- 

sions telles que u'’, «*', vT , — En effet, on trouvera pour s = u". 


1 1 ds d ic . ^ ^ 

— -- zz: p \-\udv, ds ^ du u''\u dv; 

s u ^ ^ 


pour s = u\ 


1 I, ds du dv --idu - 

— — lu — '> ds—u'^ u^\u — i 

e 5 uv r- V r- 


pour $ = u^"', 

Isrz: dsz=: -h ~ 1 w + luli^ dw^ ; 


Exemples : 

dx^^x^ii 4" 1.3?) dx. 



I — \x 

j?- 


1 

x^' dx. 


dx^^ 


Nous terminerons cette Legon en recherchant la differentielle d’une 
fonction imaginaire. On nomme ainsi toute expression qui pent etre 
ramenee a la forme u 9 designant deux fonctions 
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reelles. Cela pose, si Ton appelle limite d’une expression iraaginaire 
variable ce que devient cette expression quand on y remplace la parlie 
reelle et le coefficient de par leurs limites respectives, et si, de 
plus, on etend aux fonctions imaginaires les definitions que nous 
avons donnees pour les differences, les differcntielles et les d^rivees 
des fonctions reelles, on reconnaitra que I’equation 


entraine les suivantes : 


s = 4- e ^ — I 


A.V = Am 4- Ap V''— 1, 


A,s Am 

Aj: Aj; 



A.? Am 

oc a. 


4- 


oc 


s' = m' 4- v' sj , ds = du 4 - dv \j — f . 


On aura, en consequence, 

(i5) d (^ u -^ \) — da -^ dvsj ~ \ . 


La forme de cette derniere equation est seinblable a celle des equa- 
tions (4). 

Si Ton suppose en partieulier 


s ~ cosM- -1- v'~ I sincr. 


on trouvera 
ds 


— cos^.r 4- 4- v^— J sin^Mc 4- ^ dx = zs^— i d . v . 


Ajoutons que les formulas (4). (5), (6), (ii) et (t4) subsisteront 

lors meme que les constantes a, b, c P> ou les fonctions u, c, 

fv, .. . comprises dans ces formules deviendront imaginaires. 
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SIXIEME LECON. 

USAGE DES DIFFSRENTIELLES ET DES FONCTIONS DERIVEES DANS LA SOLUTION DE PLCSIEURS 
PROBLEMES. maxima ET MINIMA DES FONCTIONS d’dNE SEULE VARIABLE. VALECHS DES 
FRACTIONS QUI SE PRESENTENT SOUS LA FORME j. 


Apres avoir appris a former les derivees et les differentielles des 
fonctions d’une seule variable, nous allons indiquer Tusage qu’on 
peut en faire pour la solution de plusieurs problemes. 

PaOBLfiME — La foncliony = fix') eianl supposee contrnue par rap- 
port a X dans le voisinage de la valeur particuliere x = x^, on demande 
si, d partir de cette valeur, la fonction croit ou diminue, tandis que Von 
fait croitre ou diminuer la variable elle-mime. 

Solution. — Soient Aa;, Ly les accroissements infiniment petits et 
simultanes des variables x, y. Le rapport ^ aura pour limite ^ = >”'• 
On doit en conclure que, pour de tres petites valeurs numeriques de 
Aar et pour une valeur particuliere ar„ de la variable x, le rapport ^ 
sera positif si la valeur correspondante de y' est une quantite posi- 
tive et finie, negatif si cette valeur de y' est une quantite finie, 
inais negative. Dans le premier cas, les differences infiniment petites 
Ax, Ay etant de meme signe, la fonction y croitra ou diminuera, a 
partir de ar = ar„, en m^me temps que la variable x. Dans le second 
cas, les differences infiniment petites etant de signes contraires, la 
fonction y croitra si la variable x diminue, et decroitra si la variable 
augmente. 

Ces principes etant admis, concevons que la fonction y=f(x) 
demeure continue entre deux limites donn^es x = x^, ar = X. Si 1 on 
fait croitre la variable x par degres insensibles depuis la premifere 
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limite jusqu’a la socondc, la fonclion y ira en croissant toutes Ics lois 
que sa derivee etant finie aura une valour positive, et on decroissant, 
toutes les Ibis que cetto meme derivee obtiendra une valeur negative. 
Done la fonction y ne pourra pesser dc croitre pour diminucr ou do 
diminuor pour croitre qu’autant que la derivee / passera du positif 
au negatif ou reciproquement. II est esscntiel d’obsorvcr que, dans ce 
passage, la fonction derivee deviendra nulle si clle ne ccssc pas d’etre 
continue. 

Lorsqu’une valeur particuliere de la fonction /(•«) surpasso toutes 
les valeurs voisines, e’est-a-dire toutes celles qu’on obtiendra it en 
faisant varier x en plus ou on moins d’une quantite tres petite, cette 
valeur particuliere de la fonction est ce qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particuliere de la fonclion f{x) est infericure ii 
toutes les valeurs voisines, elle prend le nom do minimum. 

Cela pose, il est clair que, si les deux fonctions/(a?), /'(a?) sent 
continues dans le voisinage d’une valeur donnee do la variable x, 
cette valeur ne pourra produire un maximum ou un minimum do 
/(a?) qu’en faisant evanouir /'(x). 

PaOBLitME II. ~ Trouver les maxima et minima d’ une fonction de la 
seule variable x. 

Solution. — Soil /(x) la fonction proposec. On cherchera d’abord 
les valeurs de x, par lesquclles la fonction /{x) ccssc d’etre continue. 
Achacune de ces valeurs, s’il en existe, correspondra une valeur de 
la fonction elle-m6me qui sera ordinairement ou une quantite infi'nie, 
ou un maximum ou un-minimura. 

On cherchera, en second lieu, les racines de I’^quation 

(i) /'(a;) = o 

avec les valeurs dc x qui rendent la fonction /'(a?) discontinue, et 
parmi lesquelles on doit placer au premier rang celles que Ton deduit 
de la formule 


(2) 


f'(x)=±co 


ou 
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Soita; = a;o une de ces racines ou une de ces valeurs. La valeur cor- 
I’espondante de/(a;), savoir /(a?,,), sera un maximum si, dansle voi- 
sinage de a? = la fonctioii derivee /'(x) est positive pour a; < 
et negative pour x'^Xa. Au contraire, /(a^n) sera un minimum si la 
fonction derivee /'(a?) est negative pour x<^Xa et positive pour 
x'^Xf,. Enfin, si, dans le voisinage de x — x^, la fonction derivee 
/'(a;) etait ou constamment positive ou negative, la quantite /(xa) 
ne serait plus ni un maximum ni un minimum. 

Exemples. — Les deux fonctions x'-^, qui deviennent discon- 
tinues en passant du reel a Timaginaire, tandis que la variable x 
diminue en passant par zero, obtiennent, pour a; = o, une valeur 
nulle, laquelle represente un minimum de la premiere fonction et un 
maximum de la seconde. 

2 

Les deux fonctions a?*, dont les derivees passent du positif au 
negatif en se r^duisant a zero ou a I’infini pour une valeur nulle de x, 
ont Tune et I’autre zero pour valeur minimum. Quant aux deux fonc- 

tions a;*, a?", dont les derivees deviennent encore nulles ou infinies 
pour x = o, mais restent positives pour toute autre valeur de x, elles 
n’admettent ni maximum ni minimum. 

La fonction x- -t- px -+- q, dont la derivee est ix -f- p, obtient, pour 
X = — ^p, la valeur minimum q — {p®, ce qu’on verifie aisement en 
mettant la fonction donnee sous la forme {x + -^p)'^ + ? — \P'- 

La fonction dont la derivee est — obtient, pour 

X = Le. quand A surpasse I’unite, la valeur minimum 

La fonction dont la derivee est ~ La;), obtient, pour 

x — e, la valeur maximum 

La fonction afe-^, dont la derivee est - i), obtient, pour 

X = a, h valeur maximum a^e-^. 

PnoELfeME in. — Determiner VincUnaison d’une courbe en un point 
donne. 
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Solution. — Considerons la courbe qui a pour equation en coor- 
donnees rectangulaires j = /(*)• rians cette courbe, la corde mence 
du point (a;, j) (') aupoint (a; + Aa;, j + Aj) forme, avec I’axc des x 
prolonge dans le sens des x positives, deux angles, Tun aigu, I’autrc 
obtus, dont le premier mesure I’inelinaison de la cordc par rapport a 
I’axe des x. Si le second point vient a so rapprocher a une distance 
infiniment petite du premier, la corde se confondra sensiblement avec 
la tangente menee a la courbe par ce premier point, et I’inclinaison 
de la corde, par rapport a I’axe des x, deviendra I’inclinaison de la 
tangente ou ce qu’on nommo V inclinaison de la courbe par rapport au 
meme axe. Gela pose, comme I’inclinaison de la corde aura pour tan- 
gente trigonometrique la valeur numerique du rapport il ost clair 

que I’inclinaison de la courbe aura pour tangente trigonometrique la 
valeur numerique de la limite vers laquellc ce rapport converge, e’est- 

a-dire de la fonction deriveej = 

Si la valeur de y' est nulle ou infinie, la tangente a la coiu'be sera 
parallMe ou perpendiculaire a I’axc des x. C’est ordinairement cc qui 
arrive quand I’ordonnee r dovient un maximum ou un minimum. 

Examples : 

2 

jr — ix:^, y =z y =z y = , 

y — A^, yz^zsmx^ 

PnOBLte ly. — On demande la veritable valeur d’ une fraction dont 
les deux termes sont des fonctions de la variable a?, dans le cas oil ton 
attribue a cette variable une valeur particuliere, pour laquelle la fraction 
se presente sous la forme indeterrninee 

Solution. — Soit ^ ^ la fraction proposee, 7 et - desigaant deux 

fonctions de la variable x, et supposons que la valeur particuliere 


(^) Nous indiquons ici les points k I’aide de leurs coordonn^os ronferm(§es entre deux 
parentheses, ee que nous ferons toujours par la suite. Souvent aussi, nous indiquorons 
les courbes ou surfaces courbes par leurs 6qualions. 
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00 = Xo reduise cette fraction a la forme c’est-a-dirc qu’elle fasse 
evanouirj' et^;. Si Ton represente par Ax, Ay, As les accroissements 
infiniment petits et simultanes des trois variables x, y, s, on aura, 
pour une valeur quelconque de x. 


s = - = lim — 

y y 


■Ay 


et, pour la valeur particuliere x = x^. 


( 3 ) 



dy~ y'' 


Ainsi la valeur cherchee de la fraction ^ ou - coincidera generale- 

dz ^ 

ment avec celle du rapport ou 


Exemples. — On aura, pour x = o, 

sina: cos a: _ l(i H- a?) _ t 

X ~ \ ’ X i + x 


pour x = i. 


]x 1 X — I I 

X — I X x " — I nx"-—^ «’ 




OEuvrcs de C, — S. H, t. IV. 
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SEPTifiME LECON. 


VAIEURS BE QDELQOES EXPRESSIONS QUI SB PRESENTENT SODS LES FORMES INDDITERMINISES 

“ 00®, RELATION QDI EXISTE ENTRE LE RAPPORT ADX DIFFERENCES FINIES ET 

00 

LA FONCTION DfiRIVfiE. 


Nous avons considere dans la Logon prececlento les fonclions do la 
variable cc, qui, pour une valeur particuliere de la variable, sc pre- 
sentenl sous la forme indeterminee j. II arrive souvent que cette forme 

se trouve remplacec par Tune des suivantes : co", o x o% — 

Ainsi, lorsque /(a?) croit indefiniment avec cc, les valours particulicres 
des deux fonctions 


5 


[/(a^)A 


pour a; = 00 , se presentent sous les formes indeterminees — ? oo®. Cos 
m^mes valeurs peuvent, en general, ctre facilcmcnt calcul6es a I’aido 
de deux theoremes que nous avons ctablis dans Y Analyse algebnque 
(Chap. Ill, p. 48 et 53) (’ ). Mais nous nous bornerons ici a montrer 
par quelques exemples comment on peut resoudre les questions de 
cette espece. 

Soit proposee d’abord la fonction A designantun nombre supc- 
rieur a Tunite, et concevons que Ton cherche la veritable valour do 
cette fonction pour a; = oo. On observera que, pour des valours do x 
superieures a la fonction derivee etant toujours positive, la fonc- 
tion donnee sera toujours croissante avec x. D’ailleurs, si Ton repre- 


(1) OE Litres de Cauchy ^ S. II, T. Ill, p. 54 ct 58. 
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sente par m un nombre entier susceptible d’un accroissement indefini, 
I’expression 


A"' (i-hA — i)™ I , rn — \,. 


{m — j)( 7 w — 2 ) 
2.3 




aura evidemment pour limite I’infini positif. On trouvera en conse 
quence 

(i) lim — ==:co. 


11 resulte de cette derniere formule que V exponentielle A^, lorsque le 
nombre A surpasse V unite, finit parcroitre beaucoup plus rapidement que 
la variable x. 

Cherchons, en second lieu, la yeritable valeur de la fonction — 
pour a: = 00, la base des logarithmes etant un nombre A superieur a 
I’unitA Comme, en faisant/ = La!, on trouvera 

La; Y 
~ A/’ 


et que la fonction ^ aura pour limite ^ = o, on en conclura 
(2) 


La; 

lim — = o. 

X 


II en resulte que, dans un systime done la hose est superieure d I’ unite, 
les logarithmes des nomhres croissent beaucoup moijis rapidement que les 
nombres eux-mSmes. 


therchons encore la valeur de of pour a; = co. Comme on aura evi- 
demment 

1 hx 

a;^=A* , 


on en tirera 

lima;*= A'^i. 


( 3 ) 
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Lorsqu’on remplace, dans les formules ( 2 ) et (3), x par ^5 on en 
conclut que les fonctions xlx etaf’ convergent respectivemcnt vers 
les limites o et r, tandis que Ton fait converger x vers la limite zero. 

Nous allons maintenant faire connaitre une relation digne de re- 
marque (^) qui existe entre la derivee /'(^) d’une function quel- 

conque /(x) et le rapport aux differences fmies — Zlfl. si 

dans ce rapport on attribue a x une valeur particulifere x^, et si I’on 
fait, en outre, a;(,-i-A = X, il prendra la forme ^ • Cela 

pose, on etablira sans peine la proposition suivante : 


TntiORfeME. — Si, la fonclion /(x) itant continue entre les limites x — x^, 
x = K., on designe par A la plus petite, et par B la plus grande des valew's 
que la fonction deride J\x') regoit dans cet intervalle, le rapport aux dif- 
ferences finies 


(4) 


/(X)-/(a:o) 

X Xq 


sera ndcessairement compris entre A et B. 

Demonstration. — Designons par §, e deux nombres tress petits, le 
premier etant clioisi de telle sorte que, pour dcs valeurs numeriques 
de i inferieures %, et pour une valeur quelconque de x comprise 
entre les limites a?,, X, le rapport 

f{x-k-i) —f{x) 
i 


reste toujours superieur a f{x) — e et inftrieur h ffx) -j~ e. Si, entre 
les limites x^, X, on interpose n—i valeurs nouvelles de la variable x, 
savoir 

de maniere a diviser la difference X — x^en elements 


On pent consulter sur ce sujet un M6inoire de M. Ampere, insdr^ dans lo XUI® Cahier 
du Journal de VJ^cole IP oly technique. 
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qui, etant tous de meme signe, aient des valeurs numeriques infe- 
rieares a S, les fractions 

/kn /(^n) /(jJs)— /(«i) /(X)— 

3 3 •••t 3 

~~ OSq ^2 — Z 

se trouvant comprises, la premiere entre les limites /'(iCo) — £, 
/'(a3„) + e, la seconde entre les limites /'(a:,) — e, /'(a:,) + £, 
seront toutes superieures a la quantite A — £, et inferieures a la quan- 
tite B-i-£. D’ailleurs, les fractions (5) ayant des denominateurs de 
meme signe, si Ton divise la somme de leurs numerateurs par la 
somme de leurs denominateurs, on obtiendra une fraction moyenne, 
c’est-Ji-dire comprise entre la plus petite et la plus grande de celles 
que Ton considere {voir Y Analyse aigSrique, Note II, theoreme XII). 
L’expression (4), avec laquelle cette moyenne coincide, sera done 
elle-mfime renferm6e entre les limites A — e, B 4 - £, el, comme cette 
conclusion subsiste quelque petit que soit le nombre £, on peut affirmer 
que I’expression (4) sera comprise entre A etB. 

CoroUaire. — Si la fonction derivee f{x) est elle-meme continue 
entre les limites x = x^, a? = X, en passant d’une limite a 1’ autre, 
cette fonction variera de mani^re a rester toujours comprise entre les 
deux valeurs A et B, et k prendre successivement toutes les valeurs 
intcrmediaires. Done alors toute quantite moyenne entre A et B sera 
une valeur correspondante a unevaleur de x renfermee entre 

les limites a?, et X = £Co+ ^ revient au mtoe, a une valeur 

de X de la forme 

a!o+ 5A =^0+ ®(X — a?!,), 

9 designant un nombre inferieur a I’unit^. En appliquant cette 
remarque a ^expression (4), on en conclura qu’il existe entre les 
limites o et i une valeur de 6 propre a verifier I’equation 

/(X) e(x - xo)] 

X. — ^0 
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ou, ce qui revient au meme, la suivante : 

(6) /(^o+ =/'(.r„+ 0/0. 


Cette dernifere formule devant subsister quelle quo soit la valeur de x 
representee par x^, pourvu que la fonction f{x) et sa derivco /'(®) 
restent continues entre les valeurs extremes x==x^, x = x„ -h h, on 
aura generalement, sous cette condition, 


(7) 


fix ■+ h) —fix) 
h 


—fix^eii), 


puis, en ecrivant Aa? au lieu de h, on en tirera 

(8) /(a? + A.7?) — f{oc)z=:f'{x-\-B^x)^.x. 

11 est essentiel d’observer que, dans les equations ( 7 ) et ( 8 ), 0 dcsigne 
toujours un nombre inconnu, mais inferieur a I’unite. 

Exemples. — En appliquant la formule ( 7 ) aux fonctions x‘\ \x, on 
trouve 

ix-hh)« — x‘‘ , A) — laj i 

Y —aix — Oh)‘^-\ 7 -^ — — ,—7ir‘ 

h \ / > x + On 
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HUITIEME LECON. 


DIFFfiRENTIELLES BBS FONCTIONS BE PLUSIEURS VARIABLES. BfiRlTJfiES PARTIELLES 
ET BIFFfiRENTIELLES PARTIELLES. 


Soit u<=f{x,y,z, ...) une fonction de plusieurs variables inde- 
pendantes x, y, z, .... Designons par i une quantity infiniment 
petite, et par 

les limites vers lesquelles convergent les rapports 

f{a; + i,y,z, . . .) —f{x, y,z, . . .) ^ 
i 

f{x,y-^i,s, ...)—f{x,y,s, . . .) ^ 
i 

i 


tandis que i s’approche indefiniment de zero; 0(37,7,3,...) sera la 
derivee que Ton deduit de la fonction u =f{x,y, z , . . .), en y consi- 
d6rant37 comme seule variable ou ce qu’on nomme la ddrivie partielle 
de u par rapport a x. De m^me, •^{x,y,z, . . (j;(a7,7, s, .. .), ... 
seront les derivees partielles de u par rapport aux variables 7, s, — 
Cela pose, concevons que Ton attribue aux variables x, y, z, ... 
des accroissements quelconques Aa?, A7, As, . . . , et soit A« I’accrois- 
sement correspondant de la fonction u, en sorte qu’on ait 

(i) Ak = + Lx, y 4- Ay, z + As, . . .) — fi^^y} ■ • •)• 
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Si I’on assign© a Lx, Ly, As, . . . cles valeurs finies fi, A, la valour 
do Am, donnee par Tequation (i), deviendra cc qu’on appelle la diffd- 
rencefinie do la fonction u et sera ordinairement une quantile finie. 
Si, au contraire, a designant un rapport infiniment petit. Ton sup- 
pose 

( 2 ) Ax — ah, Ay = ak, Az = al, ..., 
la valeur de A«, savoir 

/{a -t- ah,y-{-ak, z al, . . •) — /(a;, y, z, . . .) 

sera ordinairement une quantite infiniment petite; mais alors, en 
divisant cette valeur par a, on obtiendra la fraction 

All fi^x-yahj Y-yakyZ-^ral,..,) y, "> • • • ) 

( 3 ) _ 

qui convergera, en general, vers une limite finie dilTerenle do zero. 
Cette limite est ce qu’on nomme la diffdrentielle lotale on simplement 
la diffdrenlielle do la fonction u. On I’indique, a I’aide de la lettre d, 
en ecrivant 

du ou df{x,y,z,...). 

Ainsi, quel que soil le nombre des variables indepcndantes quo rcn- 
ferme la fonction u, sa differenlielle se trouvera definie par la for- 
mule 

( 4 ) = 

Si Ton fait successivement u = x, u = y, u =z s, . . . , on conclura des 
equations (2) et (4) 

(5) dx = h, dy=k, dz — l, .... 

Par consequent, les differentielles des variables indepcndantes x, y, 
s, . . . ne sont autre chose que les constantes finies h, k,l 
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On determine facilement la difFerentielle totale de la fonction 

•••). 

lorsqu’on connait ses derivees partielles. En effet, si dans cette fonc- 
tion on fait croitre Tune aprfes I’autre les variables x, y, z, ... de 
quantites quelconques Aa;, Ly, Az, . . . , on tirera de la formule (8) de 
la Legon precedente une suite d’equations de la forme 

f{x-+-Ax,y,z, ...) —f{x,y,z, ...) 

= Aa'9(a--^0i Ax, y, z, ...), 

f{x->r Ax,y + Ay,z, . . .) —f{x + Ax, y, =,...) 

= Ay ySx + Ax, y -f- 6^ Ay, z, ...), 

f{x + Ax,y-\-Ay,z-hAz, . . .) —f{x +,Ax, y + Ay, 
=iAz<!^{x->rAx,y-^Ay,z-^d.iAz, . . .), 


0(, O 2 . 0;,, ... designant des nombres inconnus, mais tons coinpris 
entre zero et I’unite. En ajoutant ces memes equations membre a 
mcmbre, on trouvera 

I f{x-^Ax,y + Ay,z-\-Az,...)—f{x,y,z, ...) 

(6) I =Ax^{x->rQiAx,y,z, ...) + Ayx{x + Ax,y + BiAy,z, ...) 

( As 4'('^ + Ax, y Ay, 3 4-5* As, . . .) -t- 

Si, dans cette derniisre formule, dont le premier membre peut etre 
remplace par An, on pose Ax = ah. Ay = a.k, Az = al et si Ton divise 
en outre les deux membres par a, on obtiendra la suivante 

. . { h(^{x Bi»h, y, z, . . .) + ky{x + »h, y + Q^ctk, z, . . .) 

\j) \ ^ 

( -f- I 4- a^, y 4- czA:, G +• . . .) + • • ' j 

de laquelle on conclura, en passant aux limites, puis ecrivant dx, dy, 
dz au lieu de A, A, /, . . . , 

(8) du = <^{x,y,z, ...)dx + xix,y,z, . . .)dy -^’^{x, y, z, ...)dz+.... 
OEuvres de €• — S. II, t. IV. J 
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Exemples : 

+ y + s dx + dy dz , d(x — y) — dx dy, 

d{ax-hby + CZ +...) — a dx -hbdy + cdz-+. 
d{xyz. ..)=yz. ..dx-hxz.. .dy-hxy. . .dz-i-. 

, /• d.T ,dY, \ X __ ydx — xdy 

d{.T‘^y'‘...)=zx‘^y''...\a~ -^-b-y-y.-.y ^ y ' y'‘ 

dx^' =: yxy~' dx + xy \x dy, .... 

II est essentiel d’observor que, dans la valeur do du donneo par 
I’equation (8), le terinc o{x,y,z, cst precisement la diflr- 

rentiellc qu’on obtiendrait pour la fonction 

ii=f{x,y,z, ...) 

en considerant dans cette fonction x seulc commc une quaiititc va- 
riable etj, 5, ... comme des quantites constantes. C’cst pour crUc 
raison que le terme doiit il s’agit se nomme la differeniielle par- 
tielle de la fonction u par rapport a a\ Do memo, 

^{x,y, z, ...)ds sont les differentielle.s partielles de u par rapport 

aj'', par rapport a 5 Si I’on indique cos difTerenlielles partielles 

on pla^ant au has de la lettrc d les variables auxquolles (dies so rap- 
portent, comme on lo voit ici. 


on aura 


dyii, dzu, 

i f \ dx 

dyll 

y^{x,y,z, 

I , \ d-u 

i^{x,y,z,...) = -^, 


et I’eqiiation (8) pourra §tre presentee sous Tune ou I’autre des deux 
formes 

du z=z d^u dyll dzU H- . . . , 

li. J dy U j dz Ilf j 


(ro) 

(n) 
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Pour abreger, on supprime ordinairement-dans les equations (9) les 
lettres que nous avons placees au bas de la caractei’istique d, et Ton 
represente simplement les derivees partfelles de m, prises relative- 
men t A X, y, z, . . . , par les notations 


dll du dll 
dx ’ dy ’ dz ’ 


da 


Alors ^ n’est pas le quotient de du par dx‘, et, pour exprimer la 

differentielle partielle de u, prise relativement a x, il faut employer 
du 

la notation -^dx, qui n’est point susceptible de reduction, a moins 


qu’on ne retablisse la lettre x au bas de la caracteristique d. Lorsqu’on 
admet res conventions, la formule (i i) se reduit a 


(i3) 


, du , du , du , 
du = -- 7 — dx -h ay -4- ~=— a^ -h . 

dy / dz 


dx 


Mais, comme il n’est plus permis d’effacer de cette dernibre les difle- 
rentielles dx, dy, dz, ..., rien ne remplace la formule (10). 

Les definitions et les formules ci-dessus etablies s’etendent sans dif- 
ficulte au cas oil la fonction u devient imaginaire. Ainsi, par exemple, 
si Ton pose u = x +y\J— i, les derivees partielles de u etsa differen- 
tielle to tale seront respectiveinent donnees par les equations 

^= 1 , ^ du=:dx + \f^idy. 

dx dy ^ 


Nous indiquerons, en finissant, un moyen fort simple de ramencr 
le calcul des differentielles totales a celui des fonctions derivees. Si 
dans 1’ expression f{x + a.h,y + a.1i,z-\-a.l, on considere a 
comme seule variable, et si Ton pose en consequence 


(i4) 


f{x + cch, y-\-ak, s + kI, ...) = F{oc), 


on aura, non seulement 


(i5) 


u = F(o), 
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mais encore 

et, par suite, 
(r6) 


A«=:F{«)-F(o) 


du = lim 


F(a)-F(o) 

a 


F(o). 


Ainsi, pour former la differentielle totale du, il sufFira de calculor la 
valeur particuliere quo re^oit la fonction derivee F'(a) pour « = o. 
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NEUVlfiME LECON. 

USAGE DES D^RIVfiES PARTIELLES DANS LA DIFFERENTIATION DES FONCTIONS COMPOSEES, 
DIFFEUENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES. 


Soit s = Y{u, V, w, . . .) une fonction quelconque des quantitos 
variables u, v, w, . . . que nous supposerons etre elles-memes fonc- 
tions des variables independantes x, y, z, sera une fonction 

composie de ces dernieres variables; ct, si Ton designe par Aa?, Aj, 
As, ... des accroissements arbitraires simultanement attribues a x, 
y, 5, . . . , les accroissements correspondants Am, iw. Any, As des 
fonctions u, o, (v, s seront lies entre eux par la formule 

(1) As = F ( M -H Ak, e + A(>, tP' -1 - A«’, . . .) — F(m, p, w, . . .). 

Soient d’ailleurs$(M, .), X(m, v,w,.. .), 1^(m, o,w, les 

derivees partielles de la fonction F(m, n, w , . . .) prises successivement 

par rapport a m, n, up, Comme I’^uation (6) de la Leqon prece- 

dente a lieu pour des valeurs quelconques des variables x, y, s, ... 
ct de leurs accroissements Ax, Ay, As, ... , on en conclura, en rem- 
plagant x,y,z,... par m, n, . . . , et la fonction /par la fonction F, 

[ F(m + Am, V + Ap, (PH- A<p, . . .) — F(«, p, (p, . • .) 

(2) I r= Am$(m H- 01 Am, p, (P, . . .) H- ApX(h H- Am, p H- 02 Ap, (P, . . . ) 

( H- A(P ^(mh-Am, PH- Ap, (p h- Sj App, . . . ) h- . . . . 

Dans cette derniere equation, 6^, 63, O3, ... designent toujours des 
nombres inconnus, mais inferieurs a Tunite. Si maintenant on pose 

Ao? z=(x/i = (X dxy Ajk = a /: = a dy^ As = a Z = a c?-, . . . , 
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et que Ton divise par a les deux membres de I’equalion ( 2 ), on en 
tirera 

1 — '=z(^(u-\-Qiah,VyW, . . . ) — 

I 0£ C£ 

I 

(3) < ■+- X(h + «/j, (’ -H ^sOtA-, — 

] 

I 

I + *F(?/ + ah, (’ -hah, w-hSial, . . .) — +. . ., 

puis, en faisant converger a vers la limite zero, 

( 4 ) & = €•(«, (V, . . .) du -h'K.{u, w, . . .) dv -hW{ii, r, (f, . . .)dtv -h. . ■ . 

La valeur do ds fournie par [’equation (4) est semblabic a la valcur 
de du fournie par I’equation (8) de la Legon prccedcnte. La princi- 
pale difference consiste en cc quo les differenticllcs dx, dy', dz, . . . 
comprises dans la valeur do du sont dcs constanlcs arbitraires, tandis 
que les differentielles du, dv, dw, . . . comprises dans la valeur do ds 
sont de nouvelles fonctions des variables independantcs x, y, z, ... 
combinees d’une certaine maniere avec les constantos arbitraires dx, 
dy, dz, 

En appliquant la formulc (4) a des cas particulicrs, on trouvera 

r/ ( -h (’ H- -h . . . ) ~ + dw H- . . . , 

d{u — m du — dv^ 

d{^aa ^ cw ~ a du b dv -l- c dw 4- . . . , 

d{iww , . .) = . ,du + mv . . . 4 - uv, . . dw -h . . 

, Q u d\f — V du 

d~-=: , 

a id 

did= du iudv 


Nous avions deja oblenu ces equations {voir la cinquierno Lcfon) on 
supposant u,v,w,... fonctions d’une seule variable independanlo x, 
mais on voit qu’elles subsistent quel que soit le nombre dos variables 
independantes. 

Dans le cas particulier oil Ton suppose u fonction de la seule 
variable x, v fonction de la seule variable y, w fonction de. la seule 
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variable z, . . . , on pent arriver directement a I’equation ( 4 ), en par- 
tant de la formule (lo) de la Le^on precedente. En effet, en vertu de 
cette formule, on aura generalement 

( ^ ) s — 1~ dy s (i~ s — H .... 

De plus, comme parmi les quantites u, v, w, ... la premiere est, par 
hypothesc, la seule qui renferme la variable x, en considerant ^ 
comme une fonction de fonction de cette variable et ayant egai’d a 
la formule (lo) de la quatrieme Legon, on trouvera 

dx.i = d3.¥{ u, (>, IV, . . .) = V, tv, . ..)d^u = ^{ii, v, tv, . . .) dii. 

On trouvera de meme 

dyS = X{u, (’,w, . . .)dv, d.s V, w, . . .) dw, .... 

Si Ton substitue ces valeurs de di,,s, dyS, d^s, . . . dans la formule (5), 
elle coincidcra evidemment avec I’equation (4). 

Soit maintenant r une seconde fonction des variables indepen- 

dantes x, y, s Si Ton a identiquement, c’est-a-dire pour des 

valeurs quelconques de ces variables, 

( 6 )- s = r, 

oil en cohclura 

(^’)’ ds — dr. 

Dans le cas particulier oil la fonction r se reduit soit a zero, soit a une 
constante c, on trouve 

dr =: o, 

et par suite I’equation 

( 8 ) s = o ou s = c 
entraine la suivante 

(9) * = 

Les equations ( 7 ) et ( 9 ) sent du nombre de celles que Ton nomme 
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equations differentielles. La secondc peut etrc presentee sous la loi me 

(lo) $(«<, V, . . •) dii + \{u, e, w, . . .) (F, . . .) div 4- . . . = o, 

el subsisle dans le cas memo oil quolqucs-unes dcs quantiles u, e, 
w', . . . se reduiraient a quelques-unes des variables independantcs x, 
V, Ainsi, par excmple, on trouvera : en supposant F(a!, e) = o, 

J-, (’ ) dx + X(.r, e) dv-o-, 


on supposant Y{x,y, w) = o, 

q>{x,y, (v) dx 4 - X(x,y, w) dy + ^(x^y, tv) d»’ — 0; 

etc. 

Dans ces dernieres equations, vest evidcmmcntunefonction im])li- 

citc de la variable a;; tv une function implicite des variables a;, y, 

Dememe, si Ton admet que Ics variables a?, 7 , s, ccssant d’etre 
independantcs, soient liees cntre dies par une equation do la tonne 

( 1 1 ) y f ^9 • • * ) — ^9 

alors, en faisant usage des notations adoptees dans la Leqon pree.e- 
dente, on obtiendra I’equation differentielle 

(12) (f{x,y,^, . . .) dx + i(x, y, s, . . .)dy + ^(x,y,z, . . .) rfs 4 -. . • — 0, 

au moyen de laquelle on pourra determiner la difTerentiellc di' rune 
des variables consideree comme fonction implicite de toutes lesautres. 
Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant -hy^ = a\ 

xdx+ydy = o, 
en supposant/^ — x^ = a^, 

y df — ds = o, 

on supposant = 

X dx y dy z ds — 0, 


X 


dy — --dx\ 

y 


dy=^dx-, 


rfs rz: — 2 Z 
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Comme on aura d’ailleurs, dans le premier cas, 
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ot dans le second, 

mnclura des formules precedentes 


(i3) 


= — 


J27 


d\la^ x^ = 


X dx 
\Ja -j- X 


ce qu’il est aise de verifier directement. 

Lorsqu’on designe par u la fonction f(^x,y,z, les equa- 
tions (ii) et (12) peuvent s’ecrire simplement comme il suit : 


« = o, du = o. 

Si les variables x, y, z, . . . , &u lieu d’etre assujetties a une seule 
equation de la forme u = o, etaient liees entre elles par deux Equa- 
tions de cette espbce, telles que 

(l4) UZ=0, V = 0, 


alors on aurait en meme temps les deux equations differentielles 
(i5) du — o, dv = o, 


a I’aide desquelles on pourrait determiner les differentielles de deux 
variables considerees comme fonctions implicites de toutes les autres. 

En general, si n variables x, y, z, ... sont liees entre elles par 
m equations, telles que 


(1 6 ) f< = o, <' = 0, «/ = o, ..., 

alors on aura en meme temps les m equations difiFErentielles 

( 17 ) du — o, d<> = o, dpi> — o,, ..., 

a I’aide desquelles on pourra determiner les differentielles de m va- 
riables considerees comme fonctions implicites de toutes les autres. 


QEavres de C. — - S* II, t* I V. 


8 
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DIXIEME LECON. 


TtlfiORfeME DES FONCTIONS HOMOGSNES. MAXIiBA ET MINIMA DES FONCTIONS 
DE PLDSIEDRS TARIABLES. 


On dit qu’une fonction de plusicurs variables est homogene lorsque, 
en faisant croitre ou decroiLre toutes les variables dans un rapporl 
donne, on obtienl pour resultat la valeur primitive de la fonction mul- 
tipliee par une puissance de ce rapport. L’exposanl de cette puissaiun' 
est le degre de la fonction homogenc. En consequence, z, , 

sera une fonction de ce, y, z, ... liomogbnc ot du clogre a, si, t dosi- 
gnant une nouvelle variable, on a, quel que soit t, 

(i) f{teo,ty,tz, ...)~i«f{T,y,z). 

Cela pose, le theoreme des fonctions homogines peut s’enoncer coniine 
il suit ; 

TiitORfiME. — Si I’ on multiplie les ddrivees partielles d’line fonction 
homogene du degri a par les variables auscquelles elles se rapportent, la 
somme des produils ainsi formes sera equivalente a celui qu’on ohtien- 
drait en multipliant par a la fonction elle-m&me. 

Demonstration. — Soient a = /(a;, y,z, .. .) la function donnee ot 
9(a7,7, s, ...), yfx,y,z, ...), ^{x, y, z, . . .), ... ses derivecs par- 
ticlles par rapport a a;, ay, as, etc. Si Ton dilferentie les deux 
meinbres de I’dquation (i), en y considerant t seule comme variable, 
on troll vera 

ty, tz, ...)xdt +y{tx, ty, tz, . . .)y dt if{tx, ty, tz, . . .)zdt . 




Exemples. — Appliquer le theorfeme aux fonctions Bxy + C_y- 
otL-- 

y 

Lorsqu’une fonction reelle de plusieurs variables independantes a:, 
y, ... atteint une valeur particuliere qui surpasse toutes les valeurs 
voisi nes, c’cst-a-dire toutes celles qu’on obtiendrait en faisant varier x, 
y, z, ... en plus ou on moins de quantites tres petites, cette valeur 
particuliere de la fonction est ce qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particuliere d’une fonction reelle de x,y,z, . .. 
cst inferieurc a toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de 
minimum. 

La recherche des maxima et minima des fonctions de plusieurs 
variables se ramene facilement a la recherche des maxima et minima 
des fonctions d’une seule variable. Supposons, en effet, que 

U ~ y^ • • • ) 

devienno un maximum pour certaines valeurs particulieres attribuees 

kx,y,z, On aura, pohr ces valeurs particulieres, et pour de tres 

petites valeurs numeriques de a, 

( 5 ) och, y + xk, s + al, . . .) <C. y, z, . , 

quelles que soient d’ailleurs les constantes finies h,k,l,..., pourvu 
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qu’elles aient ete choisies de maniere que le premier membre de la 
formule (5) reste reel. Or, si Ton fait, pour abreger, 

^ 5 ) f{x 4- ■+■ OLky z -H a/, . . .) ~ F(a), 

la formule (5) se trouvera reduite a la suivante : 

( 7 ) F(a)<F(o). 

Celle-ci devant subsister, quel que soit le signe de a, il en resulte que, 
si a seule varie, f(ot), consideree comme foiiction de cette unique 
variable, deviendra toujours un maximum pour a = o. 

On reconnaitra de meme que, si f{x,y,z , ...) devient un mini- 
mum pour certaines valeurs particulieres attribuees \ x, y , z, . . . , la 
valeur correspondante de F(a) sera toujours un minimum pour a = o. 

Observons maintenant que, si les deux fonctions F(a), F'(a) soul 
I’une et I’autre continues par rapport a a, dans le voisinagc de la valeur 
particulierc a = o, cette valeur ne pourra fournir un maximum ou un 
minimum de la premiere function qu’autant qu’elle fera ovanouir la 
seconde {voir la sixibme Legon), c’est-ii-dire, qu’autant que I’on aura 

(8) F'(o) = o. 

D’ailleurs, lorsqu’on ecrit dx, dy, dz, ... au lieu de h, A, I, . . . , l’6qua- 
tion (8) prend la forme 

(9) du=::0 

(voir la huitieme Legon). De plus, comme Ics fonctions F(a) et F'(a) 
sont ce que deviennent u et du quand on y remplace x par x — cch, 
y par/ +■ «.k, s par s H- a/, . . . , il est clair que, si ces deux fonctions 
sont discontinues par rapport a a, dans le voisinage de la valeur parti- 
culiere a = o, les deux expressions u et du, considerees comme fonc- 
tions des variables x, y,z, ... seront discontinues par rapport a ces 
variables dans le voisinage des valeurs particulieres qui leur sont 
attribuees. En rapprochant ces remarques de ce qui a ete dit plus 
haut, nous devons conclure que les seules valeurs de x, y, z, ... 
propres a fournir des maxima ou des minima de la fonction u sont 
celles qui rendent les fonctions u et du discontinues, ou bien encore 
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celles qui verifieiit I’equation (9), quelles que soient les constantes 

fmies dx, dy, dz Ces principes etant admis, il sera facile de 

resoudre la question suivante : 

ProblAme. — Trouver les maxima et minima d’une fonction de plu- 
sieurs variables. 

Solution. — Soit M = f{x,y,z, . . .) la fonction proposee. On cher- 
chera d’abord les valeurs do x, y, z, ... qui rendent la fonction ii 
ou du discontinue, et parmi lesquelles on doit compter celles que Ton 
deduit de la formule 

(10) ±00. 


Qn cherchora, en second lieu, les valeurs de x, y, z, ... qui verifient 

I’equation (9), quelles que soient les constantes fmies dx, dy, dz, 

Cette equation, pouvant etre mise sous la forme 


(•0 


da , du , da , 

diX) -f" — d y — 1~ — = — dz ... — o ■ 
dy dz 


dx 


entraine evidemment les suivantes ' 


(12) 


du du du 



dont on obtient la premiere en posant dx — \ , dy = a, dz = q la 

seconde en posant dx — o, dy = \ , dz = 0, — Remarquons en pas- 
sant que, le nombre des equations (12) etant egal a celui des incon- 
nues X, y, z, . . . , on n’en deduira ordinairement pour ces inconnues 
qu’un nombre limite de valeurs. 

Concevons a present que I’on considers en particulier un des sys- 
tfemes de valeurs que les precedentes recherches fournissent pour les 
variables x, y, z, ..., et designons par x^, yo> • 1®® valeurs dont 
il se compose. La valeur correspondante de la fonction f{x,y, z', . . .), 
savoir, /(£Po» •••)> s®**® maximum, si pour de tres petites 

valeurs numeriques de oc, et pour des valeurs quelconques de h, k, 
/,..., la difference 


-(i3) y(*o’+' <^k. So -t- • ■ •) — *«» • • •) 
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est eonstamraent negative. Au contraire,/(j?o, j„, s,,, . . .) sera un mi- 
nimum, si cette difference est constamment positive. Enfin, si cetto 
difference passe du positif au iiegalif, tandis quo Ton change ou le 
signe de a, ou les valours de h, k,l, ... ./(ajo, jo* -o. • • •) sera plus 
ni un maximum, ni un minimum. 

Example. — La function Aa?^ Baj 4- -f- Da? -i- Ej 4- F admct 

un maximum ou un minimum, lorsqu’on a B“ — 4AC<o, ct n’en 
admet plus, lorsqu’on a B- — 4AC > o. 

Nota. — La nature de la fonclion u pout etro telle, qu’a uno infi- 
nite de systemes differents de valeurs attribuees k x, y, z, ... cor- 
respondent des valeurs de u egales entre elles, mais superieures ou 
inferieures a toutes les valeurs voisines, ctdont chacune soil on conse- 
quence une sorte de maximum ou de minimum. Lorsque cetto ciroon- 
stance a lieu pour des systemes dans le voisinage desquels les fbne- 
tions u et du restent continues, ces systmnes verificnl certaincment les 
equations ( 12 ). Ces equations peuvent done quclqucfois admctlro un(> 
infinite de solutions. C’est ce qui arrive toujours quand elles so 
deduisent en partie les unes des autres. 

Example. — Si Ton prend 

a ■=. {cy — bz iy-+ {as — c.c 4- ( b.r — ay 4 - 

les equations ( 12 ) donneront seulemcnt 

cj — bs + I as — cx + m _ bx — ay + n 

a b ~ c ’ 

et la fonction u admettra une infinite de valeurs egales a 

{al 4 bm 4 cnY 
"'a *4 '&* 4 <?’‘~ ' ’ 


dont chacune pour-ra etre consideree comme un minimum. 
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ONZIEME LECON. 

US^GE DES FACTEURS INDEXERMINes BANS LA RECHERCHE BES MAXIMA ET MINIMA. 


Soil 

(1) u=zf{x,y,s,...) 

une fonction de n variables x, y, z-, Mais concevons que ces 

variables, au lieu d’etre independantes Ics unes des autres, comme 
on I’a suppose dans la dixieme Legon, soient liees entre elles par 
m equations de la forme 

( 2 ) P = 0 , «’ = O, .... 

Pour deduirc de la methode que nous avons indiquee les maxima 
et les minima de la fonction u, il.faudrait commencer par eliminer 
do cette fonction m variables dififerentes a I’aide des formules ( 2 ). 
Apres cette elimination, les variables qui resteraient, au nombre 
de n — m, devraient etre considerees comme independantes, et il 
faudrait chercher les systemes de valeurs de ces variables qui ren- 
draient la fonction u ou la fonction du discontinue ou bien encore 
ceux qui verifieraient, quelles que fussent les differentielles de ces 
memes variables, I’equation 

( 3 ) du = o. 

Or la recherche des maxima et minima qui correspondent a I’equa- 
tion (3) pent etre simplifiee par les considerations suivantes. 

Si Ton differentia la fonction u, en y conservant toutes les variables 
donn^es a),y, z, I’^quation (3) se presentera sous la forme 

du , du. duj 

-r- dx + -j-dr + ^ds + . . . = 0, 

dx dy •' ds 


( 4 ) 
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et renfermera les n differentielles dx, dy, ds Mais il importe 

d’observer que, parmi ces differentielles, les seules dont on pourra 
disposer arbitralrement seront celles des n — m variables regardees 
comme independantes. Les autres differentielles se trouveront deter- 
minees en fonction des premieres et des variables elles-memes par 
les formules dv = o, dvo = o, qui, lorsqu’on les developpe, 
deviennent respectivement 




(3) 


dw , dw , 
dx + dy ■ 


dx 


dz 

dw 

'dz^ 


— 0 , 


Oela pose, puisque I’equation (4) doit fetre verifiee, quclles quo 
soient les differentielles des variables independantes, il est clair 
que, si Ton elimine de cette equation un nombre m de differcn- 
tielles a I’aide des formules (5), les coefficients des n — m diffe- 
rentielles restantes devront ctre separernent egales a zero. Or, pour 
effectuer I’elimination, il suflit d’ajouter a I’equation (4) les for- 
mules (5) multipliees par des factears indetermines, — X, — p., — ... , 
et de choisir ces facteurs de maniere a fairc disparaitre dans I’^qua- 
tion resultante les coefficients de m differentielles successives. Comme 
d’ailleurs I’equation resultante sera de la forme 


( 6 ) 



( 


da 

^ d^ 

dw 

dx 

dx 

~~^dx 

~^'dx~" 

du 

^ dv 

dw 

■')dy + 

dy 

dy 



= 0 , 


et que, apr^s y avoir fait disparaitre les coefficients de m differen- 
tielles, il faudra encore egaler a zero ceux des differentielles res- 
tantes, il est permis de conclure que les valeurs de X, p, v, ... tirecs 
de quelques-unes des formules 

da ^ dv dw _ da . dv dw 

^ ' da^ dx ^ dx ‘ dy dy ^ dy 


= 0 , 
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devront satisfaire a toutes les autres. Par consequent, les valeurs de 
s, ... propres a verifier les formules (4) et (5) devront sati.s- 
faire aux equations de condition que fournit I’elimination des inde- 
terminees A, [x, v, . . . entre les formules (7). Le nombre de ces equa- 
tions de condition sera n — m. En les reunissant aux formules (2), 
on obtiendra en tout n equations, desquelles on deduira pour les 
variables donnees ije, y, z, ... plusieurs systemes de valeurs, parmi 
lesquels se trouveront necessairement ceux qui, sans rendre discon- 
tinue Tune des fonctions u et du, fourniront pour la premiere des 
maxima ou des minima. 

II est bon de remarquer que les equations de condition produites 
par I’elimination de A, p., v entre les formules (7) ne seraieht alte- 
rees en aucune maniere, si Ton ecbangeait dans ces formules la fonc- 

tion u centre une des fonctions 9, w, Par suite, on arriverait tou- 

jours auxmemes Equations de condition, si, au lieu de chercher les 
maxima et minima de la function u, en supposant v — o, w = o, .... 
on cherchait les maxima et minima de la fonction v, en supposant 
u = o, w = o, . . . , ou bien ceux de la fonction w, en supposant « = o, 

(> = o, On pourrait merae, sans alterer les equations de condition, 

remplacer les fonctions u, v, iv, ... par les suivantes '. u — a, p — h, 
w — c, ..., a,h, c, ... designant des constantes arbitraires. 

Dans le cas particulier oil Ton veut obtenir les maxima ou les 
minima de la fonction u, en supposant x, y, z-, ... assujetties a une 
seule Equation 

( 8 ) V—Q, 


les formules (7) deviennent 


, . du ., dv du .. dv du 

( 9 ) d^-^dl = ^’ Tz 

et Ton en conclut, par I’elimination de X, 


du 

du 

du 

dx 

dy 

— ^ 

dv 

dv 

”” dv 

dx 

dy 

dz 




OEapres de C. — S. If, t- IV. 
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Gettft derniere formule equivaut a — i equations distinctes, les- 
quelles, reunies a I’equation ( 8 ), determineront les valours clier- 
chees do x, y, z, — 

Premier exemple, — Supposons que, a, b, c, r designant dos 
quantiles constantes ct x,y,s, ... des variables assujetlies a I’equa- 
tion 

on demande le maximum ct le minimum de la fonction 

it=: aa: by c::i -{-4 . . . 

Dans cette hypothese, la formule (lo) se trouvant reduitc ii 



on on conclura (voir \ Analyse algehrique, Note II) (') 

ax ->r by -k- cz . 4- 4- C- . 

x^ + y^-^ z^-r . . . + . . . 

ou 

u b--^ c^-\~ . . . 

fi~' f. 

ct, par consequent, 

(12) =d: ry/a'-t- c* + . . . . 

Pour s’assurer quo les deux valeurs de « donnees par I’equation (12) 
sont un maximum et un minimum, il suffil d’obsorver qu’on aura 
toujours 

/ {ax by cz -^r . . {bx — ayY 

(13) I -^{cx — azY + ...-\-{cy — bz)--^... 

et, par suite, 

u^C, 0 * 4 -. . .)r-, 

a moins que les valeurs de x,y, . . . ne verifient la formule (n,). 


/ 4 \ r\-r4 


j 


rt TY m rwr 
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Deujcierne exemple. — Supposons que a, h, c, Jc clesignant des 
quantites constantes, et a;,y, z, ... des variables assujetties a I’equa- 
lion 

ax by -hcz -h-. . .z=/(. 


on clicrche le minimum de la fonction u = x- -hj - Dans 
cette hypothese, on obtiendra encore la formule (r ')> de laquelle on 
conclura 


et, par suite. 


b ^ b^- hc^-h. . 

« ^ 



_ k"- 

“ ~ c* + . . . " 


Si les variables x, y, z, ... se reduisent a trois et design ent des coor- 
donnees rectangulaires, la valeur de \fu, donnee par I’equation ('4). 
representera evidemment la plus courte distance de I’origine a un 
plan fixe. 

Troisieme exemple. — Concevons que Ton cherche les demi-axes 
d’une ellipse ou d’une hyperhole rapportee a son centre et repre- 
sentee par I’equation 

2Bxy + Cy^ = K. 

Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum du rayon 
vecteur r, mene de I’origine a la courbe et determine par la formule 

r^=x*-+-y^. 

Cela pose, comme on aura 

dr = ^{x dx y dy), 

on ne pourra faire evanouir dr qu’en supposant 

r=:oo ou xdx +ydy = o. 

La premiere hypoth'ese ne peut etre admise que pour une hyperbole. 
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En admeltant la seconde, on tirera de la formule (lo) 


X y x^-\-y^ 

Ax 4- By ““ Cy 4- Bx x{Ax -h By) 4-y (C v 4- B^r) 


77 "’ 


^-A = B-, 

/'- X 


y 


(.5) 


K 


K 


^-A 4-C =RL 


Observons maintenant qu’a des valours reolles de r correspondronf, 
toujours des valours positives de r^, et que I’equation (i5) fournira, 
pourrS deuxvaleurs positives, si Ton a AK>o, AC — B->o; une 
seule, si Ton a AC — B“<o. Effectivement, la courbe, etant une 
ellipse dans le premier cas, aura deux axes reels; tandis quo, dans 
le second cas, elle so changcra en hyperbole et a’aui’a plus qu’un soul 
axe reel. 
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DOUZIEME LECON. 

diffSkentielles et dEhivEes des divebs ordres pour les fonctions u’une sells 

VARIABLE. GHANGEMENT DE LA VARIABLE IKDEFEKBANTE. 


Commc les fonctions d’une seule variable x ont ordinairement pour 
derivees d’autres fonctions de cette variable, il est clair gue d’une 
fonction donnee y= f{x) on pourra deduire en general une multi- 
tude do fonctions nouvelles dont chacune sera la derivee de la prece- 
dente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les ddrivees des 
divers ordres de j' ou /(®), et on les indique I’aide des notations 


y", y”, y'’> •••» y'"’ 

ou 

/'(^), •••» 

Cela pos6s y' ou f'(^) sera la derivee du premier ordre de la fonction 
propos^ej =/(£r); 7 "ou /"(^) sera la derivee du second ordre de j, 
et en meme temps la derivee du premier ordre dey', enfinj'"' 
ou/<'‘>(a;) (n designant un nombre entier quelconque) sera la derivee 
de I’ordre n de y, et en meme temps la derivee du premier ordre de 

Soit mainlenant dx = A la dififerentielle de la variable x supposee 
independante. On aura, d’apres ce qu’on vient de dire, 


(0 







ddO 


ou, CO qui i^evient au memo, 

( 2 ) dyr=iy'h, dy=fh, dy^^fh, 
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De plus, comme la differentielle d’une fonction de la variable a? est 
une autre fonction de cette variable, ricn n’empeclie de differentier 
y plusieurs fois de suite. On obticndra de cette manicre les differen- 
tielles des divers ordres de la fonction savoir : 

dy—y'h =y' dx, 

ddy = h dy' - y" h^= y" dx--, 
dddy = dy" - f - f dx\ 


Pourabreger, on ecrit simplemenl d-y au lieu de ddy, d^y au lieu 
de dddy, en sorte que la differentielle du premier ordrc est 
representee par dy, la differentielle du second ordre par d-y, cclle 
du troisieme ordre par d^y, . ■ ■ , et generalement la differentielle de 
I’ordre n par d'^y. Ces conventions etant adraises, on aura evidem- 
ment 

idy=y'dx, dy=fdx^, d^y=y"'dx\ 

^ ^ ^ \ dy=:f"dx\ dy=y^'‘^dx'‘ 


et, par suite, 
(4) 


y 


f 


dv 

dW 


y 


dx'^ 





y 


II r6sulte de la derni^re des formules (3) que la derivee de I’ordre n, 
savoir est precisement le coefficient par lequel il faut multiplier 
la^ieme puigsancc de la constante A = rfa? pour obtenir la differentielle 
de I’ordre n. G’est pour cette raison que y'"^ est quelquefois appelee 
le coefficient differentiel de I’ordre n. 

Les methodes par lesquelles on determine les differentiellcs et les 
derivees du premier ordre pour les fonctions d’une seule variable, 
servent egalement a calculer leurs differentielles et leurs derivees 
des ordres superieurs, Les calculs de cette espece s’cffectuent trbs 
faeilement, ainsi qu’on va le montrer par des exemples. 
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Soil d’abord y = sina;. Comme, en designant par a une quantile 
constante, on a generalement 


rfsin(j; + a) — cos(« -t- a) ijfCa? + «) = sin(a! -i- a + dx, 

on en conclura 

d sina: = sin(a: + \r.) dx, 
c?sin(aj + '-tt) = sin (a; + -n) dx, 
cl sin (« + ::) = sin(a: - i-|tc) c/a;, 


et par suite on trouvera pour j = sina;, 


/ rr:sin(a; + iTf), 
y =sin(a: + ir), 
y = sin(ar + |Tr), 



En operant de m^me, on trouvefa encore pour j = cosa-, 

y cos(a: + lir), 
y' =cos(a:4-*), 
y'*' = cos(a; -1- |7r), 


pour y = A‘^, 



y — A® 1 A, 

/' =A®(1A)S 
y =A®(1A)S 


y('‘) = A®(lA)"; 


pour_y = of, 


y = aa!““S 

y" =a{a — i)x^~^, 


yM a{a — i) {a — 2) . . .(a ^ n + i)x‘^-’K 
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II est essentiel d’observer que chacune des expressions sin(a:-+-|nT:), 
cos (x -4- iy^Tc) admet seulement quatrc valeurs distinctes qui se repro- 
duisent periodiquement et toujours dans le meme ordre. Ces quatrc 
valeurs, dont on obtient la premiere, la seconde, la troisiemo ou la 
quatrifeme, suivant que le nombre entier n, divise par 4> donne pour 
reste o, i, 2 ou 3, sont respectivement sina;, cosa;, — sina?, — cosa: 
pour I’expression siii(a; + |«'it), etcosa?, — sina?, — cosa?, sina?pour 
I’expression cos(a? -+- j/in). De plus, si, dans les fonclions ccf’ , ou 

remplace la lettre A par le nombre e qui sert de base aux logarithmes 
neperiens et la quantite a par le nombre n, on reconnailra que les 
derivees successives de e® sont toutes egales a c®, tandis que, pour la 
fonction of, la derivee de I’ordre n se reduit a la quantite constantc 
1 . 3 . 3 . . . ; 2 , et les suivantes a zero. 

En substituant Ics dilferentielles aux derivees, on tirera des for- 
mules que nous venons d’etablir 

d"- sina? = sin {x ■+■ inn) dx", 
d"' cosa? = cos(.r + dx”, 
dn^a = A*(lA)®<ia7“, 
z=e^dx”-, 

d’'[x°‘) a{a—i)... {a — n-+- i)x’^-'*dx", 

d"'{x'‘) = i.'i.Z . . . n dx'* , 

d’*\x = dx d'*~'- {x-^ )■=■{— i)’*-'* ^ ^ '^-dx'*, 


Considerons encore les deux fonctions /(a; 4- a) et/(a!a;). On trou 
vera, pour j = /(a? -+- a), 

y'=zf\x-{-a), f=f{x + a), ..., 

cV^y ■=. a) ; 

pour 7 .=/(a!a;), 

y'rxaj'iax), y"~a^f{ax), ..., /(») = «“/<")( ax ), 

d’*y = a** f^'*\ax) dx". 
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Exemples : 

a)" = 1 . 2 .3. . . « ofj;®, d"' — aP' dx''- , <i'* sin aa: = . . . . 

Soient maintenant y = /(•*) et s deux fonctions de x liees par 
I’equalion 

(3) ^=r:F(j')- 

En differentiant cette equation plusieurs fois de suite, on trouvera 

/ dz =Y'{y)dy, 

] d^z — W{y)dy'^->r 'S'{,y)d?-y, 

( 6 ) ( 

\ d>z = F'^C/) dy^ + 3 F't j) dy d^y + F'(y) d^y, 


Exemples : 

d’^{a+y) = d’'y, 

dn^—y) ■zz—d''y, 

d’'{ay) =ad"'y, 

d'^{ax'‘) =:i .2.3. . . n.adx", 

dey =zeydy, 

d^ey=ey{dy^+d-y), 

cPey=- ey {dy^-h 3 dy dPy + d^y ), 


Si la variable x cossait d’etre independante, 1 equation 

(7) /=/(^b 

etant differentiee plusieurs fois de suite, donnerait naissance k de nou- 
velles formules parfaitement semblables aux equations (6), savoir . 

dy =f'{'y)d^, 

(P Y dx^ d~x, 

(Py Z=f[x) dx^ + 3 f\x) dx d^x ^f{x) d^x. 



OEuvres rfc C* — 5» 


10 
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On tire de celles-ci 


/'(«) = 
f"{s) = 
f{a>) = 


dx’ 

dxd^y — dyd^x __ i ^dy 
dx^ dx dx ^ 

dx(,dxd}‘y-dyd>x)-%d^x{dxd^y-dyd}x) r ^d-x d> y — dy d- .r 

= 1^. dx^ 


Pour revenir au cas oil x est variable independantc, il sutFirait de sup- 
poser la differentielle c/a; constante,et par suited" a; = 0, t/’a: = o, — 
Alors les formulas (9) deviendraient 


(lO) 






e’est-a-dire qu’elles sc reduiraient aux equations ( 4 ). De ccs der- 
niferes, comparees aux equations (9), il resulte que, si Ton exprim(; 
les derivees successives de fix) a I’aido des differentiellcs des 
variables a? et 7 = f{x), i* dans le cas oil la variable x est sup- 
posee independante, 2® dans le cas oil elle cesse de I’etre, la derivee 
du premier ordre sera la seule dont I’expressioii reste la mcme dans 
les deux hypotheses. Ajoutons que, pour passer du premier cas au 
second, il faudra remplacer 


dx^ 


par 


dx dP-y — dydrx 
dx^ 


d^y dx{dxd^y'--dyd^x) — 3 d-x{dx dry — dy d'^x) 


G’est par des substitutions de cette nature qu’on peut operer un chan- 
gement de variable independante. 

Parmi les fonctions composees d’une seule variable, il en est dont Ins 
dijfferentielles successives se presentent sous unc forme tres simple. 
Concevons, par exemple, que Ton designe par u, y, <v, ... diverscs 
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fonctions de x. En differentiant n fois chacune des fonctions com- 
posees 

II — l— u — (’j u -H V \J ~~ -t > • • • j 

on Irouvera 

I ( W -h {’ ) r, 

( r I ) ) {a — r) z=zd'^ a — o, 

I « 4- \/ — i) — u-\- d^^vsj— I , 

(12) ^ 3 ?" ( 4- bv 4- 4- . . . ) — <2 £ 3 ^" w 4- 6 4- c 4- . . . . 

II suit de hi formule (12) que la differentielle d’^y de la fonction 
enliere 

y — (2.'r'"4- 4- cx^~^->r . . .4- px~-\- qx r 

se reduit, pour 72 = /?z, ala quantite constante -i et 

pour n'^m, a zero. 



7G R^SUMfi DES LECONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL. 


TREIZIEME LECON. 


uiffiSrentielles des divers ordres poor les fonctions de plosieurs variables. 


Soit u = f{x,y,z.,^..) une fonction de plusieurs variables inde- 

pcndantes x, y, z, Si Ton differentie cette fonction plusieurs 

fois de suite, soit par rapport a toutes les variables, soit par rapport 
a Tune d’elles seulement, on obtiendra plusieurs fonctions nouvelles 
dont chacune sera la deriv6e totale ou partielle de la precedentc. On 
pourrait meme concevoir que les differentiations successivcs se rap- 
portent tantot a une variable, tantot a unc autre. Dans tons les cas, lo 
resultat d’une, de deux, de trois, ... differentiations, successivcmont 
effectu^cs, est ce qu’on appelle une differentielle totale ou parlielle, 
du premier, du second, du troisiemc, . . . ordre. Ainsi, par example, on 
differentiant plusieurs fois de suite par rapport a toutes les variables, 
on formera les differentielles totales du, ddu, dddu, ... que Ton 

designe, pour abreger, par les notations du, d^ u, d^u Au contraire, 

en differentiant plusieurs fois de suite par rapport it la variable x, 
on formera les differentielles partiolles da,u, d^d^u, d^^d^d^u, . . . que 

Ton designe par les notations d^u, d\u, d].u En general, si n est 

un nombre entier quclconque, la differentielle totale de I’ordre n sera 
repr6sentee par d"u, et la differentielle du m6me ordi'e relative ii une 
seule des variables x, y, z, ... par d'^u, d'^, d'^u, — Si Ton differen- 
tiait deux ou plusieurs fois de suite par rapport a deux ou k plusieurs 
variables, on obtiendrait les differentielles partielles du second ordre 
ou des ordres superieurs designees par les notations d^d^rU, d^.d^u, 
d^d,.u, ..., dg,dyd.u, — Or il est facile de voir que Ics differen- 
tielles de cette espece conservent les memes valeurs quand on inter- 
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vertit I’ordre suivaat lequel les differentiations relatives aux diverses 
variables doivcnt etre effectuees. On aura, par exemple, 

( ^ dy It — dy d ^ U* 

G’est effectivement ce que Ton peut demontrer comme il suit. 

Concevons que Ton indique par la lettre x, placee au has de la 
caracteristique A, I’accroissement que regoit une fonction de x, y, 
lorsqu’on fait eroitre x seule d’une quantite infiniment petite 
a dx. On trouvera 

(2) ^;gu = /{x -h ctda;, y,s, . y,s, . . .), dj,u — \\m^^, 

( 3 ) Ajj dy IL w “H Aj* U ) dy ll ClyjSi.^ it 


ct, par suite, 


dyA^ii ^ A^ u ^ 

(X a ^ a ^ 


puis, en faisant converger a vers zero, et ayant egard a la seconde des 
formules (2), on obtiendra Tequation (i). On etablirait de la meme 
maniere les equations identiques dyd^u^ d^d^Uy •... 


Exemple. — Si I’on pose u = arc tang^? on trouvera 


dxU 


l_ 


; dXy 


^ 

dy Ll ZZ — dVy 

cCt%^ d y IL * — u, ■ - ■ - y * \ to 

r ^ ^ If 


dx dy. 


L’equation (i) 6 tant une fois demontree, il en resulte que, dans une 
expression de la forme d^dyd ^ . . .k, il est toujours permis d’ecbanger 
entre elles les variables auxquelles se rapportent deux differentiations 
conseeutives. Or il est clair qu’a Taide d’un ou de plusieurs echanges 
de cette espbce on pourra intervertir de toutes les manieres possibles 
I’ordre des differentiations. Ainsi, par exemple, pour deduire la diffe- 
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rentielle dj,.d^u de la differentielle d,d,d,u, il siiffira d’amcnor 
d’abord par deux echanges consccutifs la lettrc a? a la place do la 
leltre 5, puis d’echanger ensuite les letlros y et 5, afm de ramoner la 
lettre y a la seconde place. On peul done affirmer qu’unc clifferentiollo 
de la forme d^dy.d,,..u a une valeur independante de I’ordre suivanl 
loquel sont cfifectuees les differentiations relatives aux diverses va- 
riables, Cette proposition subsiste dans le cas memo ou plusiours 
differentiations se rapportent a I'une des variables, comme il ani\( 

pour les differentielles d^d^d^u, d^d^d^d^u Lorsque cette cir- 

constance se presente, et que deux ou plusieurs differentiations con- 
seeutives sont relatives a la variable x, on ecrit, pour abreger, d^, au 
lieu de d^ d^, d^. au lieu de d^dj,d^, — Cela pose, on aura 

dy II d^ dy dyg li dy d^ Ilf . 

dx dy d~ Il — dx dydx d^ dx n — dy d% dz ii — • . • , 
did^u —d}dl.ii, 

dx d} dl u — dx dl d) ii = d]. dx d\uz=... 

et generalement. I, m, n, . . . etant des nombres entiers quelconques, 
( 4 ) d‘x dl'^dl ...u-d'xdl d';\ . .11 = d"‘ d'xdy . .11 

Comme, en differentiant une function des variables independantes 
X, y, z, ... par rapport a Tune d’elles, on obtient pour resultat une 
nouvelle fonction de ces variables multipliee par la constante fmic dx, 
ou dy, ou tf-, et que, dans la differentiation d’un produit, les 
facteurs constants passent toujours en dehors de la caracteristique d, 
il est clair que, si Ton effectue Tune apres I’autre, sur la fonction 
u =f{oc, r, 5, , , / differentiations relatives a a?, m differentiations 
relatives ay, n differentiations relatives as, . . la differentielle qui 
resultera de ces diverses operations, savoir, d^^yd”. ..u, sera le pro- 
duit d’une nouvelle fonction de x, y, z, ... par les facteurs dx, dy, 
dn, ... eleves, le premier a la puissance I, le second a la puissance m, 
le troisieme a la puissance n — La nouvelle fonction dont il s’agit ici 
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est ce qu’on nomine une derives partielle de u, de Vordre / + /« + //.-{- 

Si on la designe par nr(aj, .), on aura 

(^ ) d'j. d"^ dl-. .u—Ts {a:, r, z, . . .) dx' dy’^ ds" . . . 


et, par suite, 

(6) ^(x,y, 


■) = 


d'^d”^d"...u 
dx^ dz^^ . . . 


II est facile d’exprimer les differentielles totales d-u, d^u, ... a 
I’aide dcs differentielles partielles de la function u ou de ses derivees 
partielles. En effet, on tire de la formulc (lo) (huitieme Lecon) 


\'^u=zd du — da: dll + dydu-\- d.du + . . . 

m d^ (^d^ u — |— dy u -|~ d^ ic • • . ) dy {^d^ ii H— dy u -j— d^ u -4- • . • ) 


et, par suite, 


d^ ( d^ u H— dy ii -H d~ ic H— • • . ) 


(7) d^u = dlu d^u dlu a d^dyU -4- 2 2 dyd^u +... 


ou, cc qui revient au meme^ 


( 8 ) 


79 79 dlu ^ ^ 


djcdyU , , dxd^ii y , dyd:-u j j 

2 / dxdy -h 2 '; -- z -dxdz., . H- 2 - j - • > dydz-^,,,. 

dx dy dx dz dy dz 


On obtiendrait avec la meme facilite les valeurs de d^u, d*u, — 
Exempks : 

d‘(iey£) = 2 (iv dy ds -h y ds da; -h s dx dy), 
d^ ( xyz ) zn 6 dx dy dz, 

-h-y- -H ^2 ^ . . . ) = 2 ( dx^- -i- dy- + dz- H- . . . ), 
d^ {x^ y^ . ;)z=.6^dx^-^ dy^ dz^ . .), 


Pour abreger, on supprime ordinairement, dans les equations (6), 
(8), etc., les lettres que nous avons ecrites au bas de la caracte- 



80 RiSUiME DES LEgONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL 
ristique d, el Ton romplace le second mcmbrc dc la formule (G) par 
la notalion 

^9^ (Lv' df" ct" . . 


Alors los derivees partielles du second ordre se Irouvent represen- 


^ , d- u a d^ u 
tees par 


d-u d^u 


dx dy dx dz 


• d^ ii d!^ IX 

partielles du troisiomo ordre par ^ 


d“ u 
dydz 
d^u 


dy dx dy'^ 


les derivees 
•; et la valour 


do d'u se reduil a 


(to) < 


d-ii ; , d'^-u , „ dra , . 

d" u — -j~7 dx“ H — T-^ c/v" + dz“ + . 

dx- dy"- dz"- 


d"-ii , , d-u j j d-a , . 

H- 2 -j :~ dx dy + 2 a 5 . . . + 2 dydz + — 


' dx dy 


^ dr dz 


Mais il n’esl plus pormis d’effacer, dans cette valour, les diffcrentiellcs 
dx, dy, dz, ..., attendu quo designent pas les quo- 
tients qu’on obliendrait en divisant d-u par dx-, ou par dxdy, .... 

Si, au lieu do la fonction u = f{x, y, z, . . .), on considerait la sui- 
vante 


(ii) i = F(«,(’,«-, ...), 

les quantiles «, e, iv, ... etant clles-memes dcs fonctions quelconques 
des variables independantes x,y,z,..., les valeurs de d'^s,d's, ... 
se deduiraient sans peine des pripcipes etablis dans la neuvieme 
Leqon. Effectivement, en dilferentiant plusieurs fois la formule (ri), 
on trouverait 


rf, ^ P. .. 0 ^ ^F(., e, ...) i F(«, r, n'. ...) 

dif dv dsv 




du^ 


dll dv 


da 


d" a 
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Exemples : 

d'^ [u v) — d'' a + d" v, 
d"' {u — (’) = u — d" 

— i') = d'^ u -\- \/ — id'^v, 

d" {a u + 6 p + c IT’ + . . .)■= a d'‘u + b d" v c d'^ w . . .. 

On obtiendrait encore avec la plus grande facilite les differontielles 
des Ibnctions implicites de plusieurs variables independantes. I! suf- 
lirait dc differentier une ou plusieurs fois de suite les equations qui 
determineraient ces memes fonctions, en considerant comme con- 
stantcs les differentielles des variables independantes, et les autres 
dilfercntielles comme de nouvelles fonctions de ces variables. 
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QUiLTORZIEME LECON. 

MfirUODES PROPRES A SIRPUHER U RECHERCHE DES DIEFfiRENTIELLES TOTALES, POUR 

les fonctions de plusieurs yariabues indEpendanies. valecrs symbouques he 

CES DIFFfiRENTIELLES. 


Soil loujours u == /{cc, y,z ,.. .) unc fonction de plusieurs variables 

independantesa;,/,.s, ; etdesignonspar j,-, •..). 

y, s, ...), ... ses derivees partiellos du premier ordre relativ(*s 
a a;, iiy, a 5 Si I’on fait, comme dans la huitiemc Lccon, 


(i) f{a)=f{x-^ot.dx,y + »dy,z-^cids, ...), 

puis quo Ton dilTerentio les deux membres de rcquation (i) par rap- 
port a la variable a, on trouvcra 


F'(5e)= otdx, y a.dy, z + a ds, . . .) dx 

-H xi^ ^ y ^y^ ^ <^ds, . . .) dy 

+ (X dx, y -)- « dy , s + a dz , . . .) dz + . . . . 

Si, dans cette derniere formule, on pose a = o, on obtiendra la sui- 
vante 

I F'(o) = (i)(A?,y,5, ...)dx-hx(^’y>-> ■■■)^y 
1^) j y,z, ...)dz+... = dii. 



laquelle s’accorde avec I’equation (i6) de la liuitifemeLcc-on. De plus, 
il resulte evidemment de la comparaison des equations (i) et (a) 
qu’en differentiant, par rapport a a, unc fonction des quantites 
variables 


(4) x-h<xdx, y+xdy, z-hxdz, ..., 

on obtient pour derivee une autre fonction de ces quantites combi- 
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nees d’uno certaine maniere avec les constantes dx, dy, dz, De 

nonvelles differentiations, relatives a la variable a, devant produire 
de nouvelles fonctions du meme genre, nous sommes en droit de con- 
clure que les expressions (4) seront les seules quantiles variables 
renfermees, non seulement dans F(a) et F'(a), mais aussi dans F"(a), 
F"'(a), . . . , et generalement dans Ff"^(a), n designant un nombre 
entier quelconque. Par suite, les differences 

F(a)-F(o), F'(a)-F'(o), F"(«) - F'Co), .... Ft^’Csc) - F'^ifo) 

seront precisement egales aux accroissements que regoivent les fonc- 
tions de X, y, z, ... representees par 

F(o), F(o), F'-fo), ..., FW(o), 

lorsqu’on attribue aux variables independantes les accroissements 
infinimentpetitsai^a;, a.dy,ad5, .... Celapose, comme onaF(o) = «, 
on trouvera successivement, en faisant converger a vers la limite zero, 


F(o) 


-F(o) 

= lnn — 

=: dUy 



a 

a 


F"(o) 

= lim 

^ 1 

o 

\d[i 

= lini 

a 

^dda ■=. It, 

F"'(o) 


- F"(o) 
a 

~ lim 

(X 

= dd^ii —d^Liy 


Ftn-ij/al —Ftre-iUo) ,, , 

F(«)(o) = lim — — = liin = u. 


En resume, Ton aura 


( K = F(o), du=:W{o), rf®M = F''(o), 

j (Pu = W{o), rf«K=:F('‘>( 0 ). 

Ainsi, pour former les differentielles totales du, d-u, ..., d'‘u, il suf- 
fira de ealculer les valeurs particulieres que regoivent les fonctions 
derivees F(a), F'(a), ..., F'’'(a), dans le cas ou la variable a s’eva- 
nouit. 
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Pami les m^thodes propres a simplifier la recherche des cliflcron- 
tielles totales, on doit encore distingucr colies qui s’appuient, sur la 
consideration des valeurKS symboliquos de ces differentiellos. 

En Analyse, on appello expression symbolique on symbole toiitc* 
combinaison de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-memo, 
ou a laquelle on attribue uno valour differente de celle qu’elle doit 
naturellement avoir. On nomme do meme equations symboliqiies toutos 
cclles qui, prises a la lettre et interpretecs d’apres les conventions 
generalement etablies, sont inexactes ou n’ont pas do sens, mais dcs- 
quelles on pent deduire des resultals exacts, en modifiant ou alterant, 
selon des regies fixes, ou ces equations ellcs-memes, ou les symboles 
qu’elles renferment. Dans le nombre des equations symboliquos qii’il 
est utile de connaitre, on doit comprendre les equations imaginaires 
(voir Y Analyse algdbrique, Chapitre VII) et cellos que nous aliens 
etablir. 

Si Ton designe par a,b,c, ... des quantites constantes et par /, m, 
n, ..., p, q, r, ... des nombres entiers, la differentiellc totalc do 
rexprossion 

( 6 ) a d'j. dy d'! . . . u + 0 dC. . . a -h . . . 

sera donnee par la formule 

I d {a d'^ df d'i...u+bdPdfd^....u-^...) 

=; dx{ud'jf d'y d't . . .a + bd^dj.d^. . .a + . . :) 

-hdy(ad'xd^d'‘...u+ bdPd^d'....tt.-+-.. .) 

-h ds{ad'j.d'" d^. . .u+ bd'xd'^dC. . . ii . 

= ci 4+ ‘ t/? ... it + fl ‘ rf? ...« + « ‘ . 

^ +-bdtY-^dfd:...u+.... 

De cette formule reunie a I’^ualion (4) de la treizieme LeQon, on 
deduit immediatenaent la proposition suivante : 

THfiORfiME, — Pour obtenir la differentieUe totale de V expression (6), 
il suffit de multiplier par d le produit des deux facieurs 


ff 44 ‘ 4 ... -1-&444... + . 
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et u, en supposanl d = dx-+- d^-\- d^-i- . . . , ei operant comme si les nota- 
tions d, dj., dy, d^, ... representaient de veritabks quantites distinctes les 
lines des autres, de divelopper le nouveau produit, en ecrivant, dans les 
diff events termes, les facteurs a,b,c, ...ala premkre place, et h. lettre u 
a la derniere, puis de concevoir que, dans ekaque terme, les notations d^,, 
dy, d,, . . . cessent de representer des quantites et reprennent leur signifi- 
cation primitive. 

Exemples. — En determinant, a I’aide de ce theoreme, la differen- 
tielle totale de 1’ expression 

( 8 ) u + dyii -t- d. u -f- • . . , 

on obtiendra precisement la valeur de ddu ou de d^u, que fournit 
I’equation (7) de laLe^on precedente. En appliquant de nouveau le 
theoreme a cette valeur de d^u, on obtiendra celle de d^u, et ainsi de 
suite. 

Nota. — Lorsqu’on ne fait qu’iudiquer les multiplications, a I’aide 
desquelles on pent, d’apres le theoreme, calculer la differentielle 
totale de I’expression (6), on obtient, au lieu de I’equation (7), la 
formule symbolique 

[ d{ad';,.d'y d^. . .u -^b d^d'^dZ. . .u->r . . .) 

I ={ad'^d‘;;d^... + bd%dldL...-Jr...){d^^dy+d.-\-...)u. 

% 

Comme,, dans la formule (9), les notations dy, d^, ... sont employees 
pour reprfesenter des differentielles, cette formule, prise a la lettre, n’a 
aucun sens; mais elle redevient exacte, des qu’on a developpe son 
second membre a I’aide des regies ordinaires de la multiplication 
algebrique, et en operant comme si d^^, dy, <4, , . . etaient de veritables 
quantites. 

Lorsqu’a I’expression (6) on substitue I’expression (8), etque Ton 
differentie cette derniere plusieurs fois de suite, on obtient par les 
memes precedes les valeurs symboliques des differentielles totales d^ u, 
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d^a, .... savoir 

dy+ d {dx-^ dy cf- -t- . . . ) K, 

{dx-‘r dy-h dz-^ ■ ■ ■) dy+ dz + . . .) {dx-\- dx+ d--\-. . .) u, 

En joignant a ces valeurs symboliques celle dc du, puis ecrivanl, pour 

eli3r0SCI*» 

{dx+ dy+ dz+ . . .y- 

au lieu de 

dy-i- d^-h . . .) {dx 4“ (j?y H~ rfs 4- . - . )) 

et 

{dx-hdy-tdz+.. -Y 

au lieu dc 

{dx + dy-h dz + . . . ) {dx~h dy+ dz-i- ■ ■ •) {dx+ dy-h dz + . . .), 

etc., on fortnera les ^nations symboliques 

/ du {^dx~\~ dy~^r dz~\" ' • *) u y 

^ ^ I d^ U — (dx~i- dy-^r dz-i~ • • -Y U, 

j d} H ( dx “I" dy -f- dz 4" . . ‘Y^^r 

et I’on aura generalement, n designant un nombre entier quclconquc, 
(n) d'^uzizi^dx-k- dy-^dz-\- . . -Y u. 

Soit maintenant 

(12) ' S=:F(lt, P, W, ...), 

u, p, w, ... etant des fonctions des variables independantes x, y, 
5, — On trouvera encore 

(13) d’'s = (dx+ dy-i-d-~\- . . -Ys. 

II est tres facile de developper le second membre de cettc dcrnicre 
equation, dans le cas particulier oil I’on suppose u fonction de x seulc, 
p fonction de y seule, w fonction de - seule, etc. D’ailleurs, pour 
passer de ce cas particulier au cas general, il suffira evidemment dc 
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remplacer d^u, d^u, d^u, ... par du, d^u, d^u, dyV, d^v, ... par dv, 
d^v, . . . ; . . . , c’est-a-cUre d’effacer les lettres x, y,s, ... placees au 
has de la caracteristique d. Done il sera facile, dans tons les cas, de 
lircr de la formule (i3) la valeur de d’^s. Prenons, pour fixer les idees, 
s = uv. En operant, comme on vient de le dire, on trouvera successi- 
veoienl 


(i4) d'‘{uv) = udyV + ’-^djeudy'* (’+ - dy~^ v + . . .+ jdy(’d'‘~^it-i-vd'‘u 


n{n — i) 


(i5) iid^ V -h -du H — — - — -d^ ud'^-^v -h. . -d<,’ d^“-- a d‘Ui 


La derniere formule subsiste, quelles que soient les valeurs de u, 
■ {?, en X, y, et dans le cas meme oil «, v se reduisent a deux fonctions 
de X. 

Exemple : 

7/1 r. " I "(/*“■*) n(« — 1)(« — 2) ^ 77(77 — 1).. .3.2.1 ] 

^ .77 ” X M ax"^ a^x^ a®*® a'‘x"' J 
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QUINZifiME lECON. 

KELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONGTIONS d’cNE SEULE VARIABLE ET LEUBS J)fiRIVfiES 
OU DIFF^RENTIELLES DES DIVERS ORDRES. USAGE DE CES DIFFERENTIELLES DANS LA 
RECHERCHE DES MAXIMA ET MINIMA. 


Supposons que la fonction f{x) s’evanouisse pour la valour parti- 
culiere de la variable x. Concevons de plus que cette meme fonc- 
tion et ses derivees successives, jusqu’a cello de I’ordre n, soient* 
continues dans le voisinage de la valeur particuliere dont il s’agit, 
et que la continuite subsiste pour chacune d’elles entrc les deux 
limites x = x^, x-=x^-\-h. L’equation (6) de la seplicme Locon 
donnera 

/(a?o-h /i) =/{x^) + Bh) = Bh), 

Q designant un nombre interieur a 1’ unite; ou, en d’autrcs termcs, 

(i) f{Xo+fi) = hf'(Xf)+hi), 

A, designant une quantite de'm^me signe que h, mais d’unc valour 

numerique moindre. Si les fonctions derivees /'(^)> 

f\n-i)(^x) s’evanouissent a leur tour pour x — x^, on trouvcra encore 

f^{Xo+lly) — hi hi), 

zx.hif'’{Xo-+- hi), 

• • • •. * 

/('‘-0(.ro-4- A„_i) =/i„_i/(“)(®o+ /‘tt), 

A,, Aj, Aa representant des quantites qui seront toutes do 
meme signe, mais dont les valeurs num^riques decroitront de plus 
en plus. Des ^uations ( 2 ) reunies a I’equalion (i), on deduira sans 
peine la suivante 

( 3 ) f{Xi-\-h) = hhihi...hn~if''’^'‘{Xi-^hn), 
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dans laquelle A„ sera une quantite de meme signe que A, et le pro- 
duit hh^h.^. . .A„_, une quantite de meme signe que A". Ajoutons que 

les deux rapports seront des nombres evidemment 

compris entre les limites o et i, de sorte qu’en designant par 0 et 0 
deux nombres de cette espece, on pourra presenter I’equation (3) 
sous la forme 

(4) /(jJo-f- A) = 0/i«/(")(a-„+ 0A). 

Si Ton imagine que la quantite A devienne infiniment petite, la for- 
mulc (4) subsistera toujours, ct Ton trouvera, en ecrivant i au lieu 
de A, * 

De plus, comme, pour de tr^s petites valeurs numeriques de i, I’ex- 
pression 6i) sera tres peu differente de on deduira 

imm4diatement de I’equation (5) la proposition que je vais enoncer. 

TniiORfiME I.. — Supposons que la fonction fix') et ses derivSes sueces- 
sives, jusqu’d celle de I’ordre n, itant continues par rapport d x dans le 
voisinage de la valeur particidiire x — x^, s’ ivanouissent toutes, d I’ ex- 
ception de f^"\x), pour cette mime valeur. Alors, en designant par i une 
quantite tris peu differente de zero, et posant a; = + 1 , on obtiendra 

pour f{x) une quantite affectee du mime signe que le produit i"f'''‘^(x^). 

II est aise de verifier ce theoreme sur la fonction 

Lorsque la fonction f{x) cesse de s’evanouir pour x — x^, le th^o- 
reme I peut 6tre remplace par le suivant : 

XnfiORiiME 11. — Supposons que les fonctions 

ffx), fix), fix), ..., f^Kx), 

etant continues par rapport d x dans le voisinage de la valeur particu- 
liire x = x^, s’evanouissent toutes, d I’ exception de la premiire f{x) et 
OEtit^rcs de C. — S. FI, t. IV. 


12 
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de la derniire pour cette valeur. En designant par i line quanlite 
ires pen differente de zero, on obtiendra pour la difference infiniment 
petite f{x, + 0 -/(^„) valeur affectee du m 6 me signe que le pro^ 

duit «"/*'"’( a?o)- 

Demonstration. — Pour deduire le theorfemc II du theorcme I, il 
sulfit de substituer a la fonction f{x) la fonction/(a;) -/(x,), qui a 
les memes derivees quo la premiere, ct qui, dc plus, s’evanouil pour 
x = En vertu dc la nieme substitution, I’eqiiation ( 5 ) se trouvora 
remplacee par la suivante : 

( 6 ) ^ 

Si maintenant on ecrit a? au lieu de et si Ton pose 
f{x)—y, isx = i = (xh, 

I’equation (6) prendra la forme 

( 7 ; Ay = &«" (d'\v 

p designant, aussi bien quo a, une quantile infiniment petite. Touto- 
fois il est esscntiel d’observer que la formule (7) subsistera seule- 
ment pour la valeur particuli6re a; = a?,,. 

Corollaire. — Les memes choses etant admisos que dans b^ theo- 
reme IT, supposons qu’apres avoir assigne a la variable x la valour x„ 
on attribue a cette m^me variable un accroissement infiniment petit. 
L’accroissement correspondant de la fonction /{x) sera, si n designo 
un nombre pair, une quantile constamment affectee du memo signe 
que la valeur de ff''\x) ou dc d'‘y, correspondante a 
contraire, n represente un nombre impair, I’accroissement dc la fonc- 
tion changera de signe avcc celui de la variable. 

Nous avons fait voir dans la sixieme Legon que les valeurs de x, 
qui, sans rendre discontinue Tune des fonctions /(x), f\x), don- 
naient pour la premiere des maxima ou des minima, elaicnt neces- 
sairement des racines de I’equation 


( 8 ) 


fix) -o. 
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Or, a I’aide de ce qui precede, on pourra decider, en general, si une 
racine de Tequation (8) produit un maximum ou un minimum de 
En effet, soient cette racine et /'"’(a;) la premiere des deri- 
veyes de /{cc) qui ne s’evanouisse pas avec /'(a?), pour la valeur parti- 
culiere x = Xo. Supposons de plus que, dans le voisinage de cette 
valeur parliculiere, les fonctions f(cc), /'(a;), /'"’(a?) soient 

toules continues par rapport a x. II suit evidemment du theoreme II 
que /(a;„) sera un maximum si, n etant un nombre pair, /‘"’(a:,) a 
une valeur negative, et un minimum si, n etant un nombre pair, 
/'"’(a?) a une valeur positive. Si n etait un nombre impair, I’acci’ois- 
sement do la fonction changeant de signe avec celui de la variable, 
f{x) ne serait plus ni un maximum ni un minimum. En observant 
d’ailleurs que les differentielles df[x), d-f(x), ... s’evanouissent 
toujours avec les fonctions derivees /'(x), /"(x), ... et que, pour 
des valeurs paires de n, d"/(x)— f^''\x)dx'‘ a le meme signe que 
f^"^{x), on se trouvera naturellement conduit a la proposition sui- 
vante : 

Theoreme III. — Soit y = f{x) une fonction donnee de la variable x. 
Pour decider si une racine. de Viquation dy = o produit un maximum 
ou un minimum de la fonction proposee, il suffira ordinairement de cal- 
cukr les valeurs de dry, d^y, d^y, . . . correspondantes a cette racine. Si 
la valeur de d-y est positive ou negative, la valeur dey sera un minimum 
dans le premier cas, un maximum dans le second. Si la valeur de dry se 
riduit a zdro, on devm chercher parmi les differentielles d^y, d’‘y, ...la 
premiire qui ne s’evanouira pas. Designons celle-ci par d^y. Si n est un 
iiombjre impair, la valeur de y ne sera ni un maximum ni un minimum. 
Si, au contraire, n est un nombre pair, la valeur de y sera un minimum, 
toutes les fois que la diffirentielle d'y sera positive, et un maximum, 
toutes les fois que la differentielle d"y sera negative. 

Nota. — II faut admettre pour le theoreme III, comme pour les 
deux premiers, que la fonction y et ses derivees successives, jusqu a 
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celle de I’ordre n, sont continues dans !e voisinage de la valeur parti- 
culiere attribuee a la variable x. 

Si, au lieu de prendre pour j unelbnction explicite de la variable a?, 
on supposait la valeur dey encc donnee par une equation de la forme 
u^o, le theoreme III serait toujours applicable. Seulement, dans 
cette hypotliese, les valeurs successivcs de dy, d-y, d^y, . . . devraieiit 
etre deduites dos equations differenticlles 

da == 0 , It o, d^u — o^ .... 

Eccemple, — Soit 

y 

a designant une quantite positive. On aura 

[ yzzza \ x — x. 

En differentiant deux fois de suite la derniere equation, on trouvera 



puis, cn posant dy = o, et faisant abstraction de la valeur zero quej 
ne pent recevoir, 



La valeur de d-y donnee par la seconde des fornixiles (9) etant nega- 
tive, il en resulte que la valeur de a? donnee par la premiere fournit 
un maximum- dej. 
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SEIZIEME LECON. 

USAGE DES BIFF^RENTIELLES DES DIVERS ORDRES DAXS LA RECHERCHE DES MAXIMA 
£T MINIMA DES FOKCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Soit u = /(a?, y,z, .. .) une fonction des variables independantes x, 
y> ^ et posons, comme dans la dixi^me Legon, 

(i) f{x-i-(x dx, y -h ctdy, s a ds, . . .) = F(a). 

Pour que la valeur de u relative a certaines valeurs particulieres de x, 

y, z, ... soil un maximum ou un minimum, il sera necessaire et il 
sufflra que la valeur correspondante de F(a) devienne toujours un 
maximum ou un minimum, en vertu de la supposition a = o. On en 
conclut (voir la dixi^me Legon) que les syst'emes de valeurs de x, r, 

z, ... qui, sans rendre discontinue Tune des deux fonctions u etdu, 
fournissent pour la premiere des maxima ou des minima, verifient 
necessairement, quels que soient dx, dy, dz, .. ., I’equation 

( ‘2 ) du = o. 


et, par consequent, les suivantes 


( 3 ) 


du du 




Soient x^, y^, z„, ... les valeurs particulieres de x, y, z, ... dont se 
compose un de ces systfemes. La valeur correspondante de F(a) de- 
viendra un maximum ou un minimum pour a = o, quelles que soient 
les differentielles dx, dy, dz, ..., si, pour toutes les valeurs possibles 
de ces differentielles, la premiere des quantitesF'(o), F"(®)’ • •• 

qui ne sera pas nulle correspond a un indice pair et conserve tou- 
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jours le metne signe (^voir la quinzieme Le^on). Ajoutons quo F(o) 
sera uii maximum, si la quantile dont il s’agit est toujours negative, 
et un minimum, si ello est toujours positive. Lorsque celle dcs quan- 
tiles F'(o), F"(o), f"'(o) qui cesse la premiere do s’evanouir, 

correspond ii un iudice impair, pour toutes les valeurs possibles 
de dx, dy, dz, . . . , ou seulemcnt pour des valours particulieres de ces 
memos differenliclles, ou bien encore, lorsque cette quantite est 
tantbt positive, tantot negative, alors F(o) ne peut plus etre ni un 
maximum, ni un minimum. Si maintenant on a egard aux equa- 
tions (5) de la quatorzieme Legon, savoir, 

on deduira des remarques que nous venons de faire la proposition 
suivante. 


TiiEORtME. — Soil u —/(x, y, s, . . ■) line fonciion donnee des va- 
riahles independantes x, y, z, .... Pour decider si un sy slime de valeurs 
de X, y, z, ... propre d venjier les formules (3) prqduit un maximum 
ou un minimum de la fonciion u, on calculera les valeurs de d'^u, d‘u, 
d^u, ... qui correspondenl d ce sysleme, et qui seront evidemment des 
polyndmes dans lesquels il n’y aura plus d’arhitraire que les differen- 
tieUes dx = h, dy = k, dz = I, — Soil 


(4) 


d" u ■ 


d^u 

dx'* 


h’*- 


d" il 

dy^ 


» . •*> 


d’*u 


I dx'*~* dy 


/jB-1 . 


le premier de ces polyndmes qui ne s’emnouira pas, n designant un 
nombre entier qui pourra dependre des valeurs attrihuees aux differen- 

tielles h, k, I, Si, pour toules les valeurs possibles de ces differenlielles, 

n est un nombre pair, et d"u une quantite positive, la valeur proposer 
de u sera un minimum. Ellesera un maximum, si, n etanl toujours pair, 
d“u reste toujours negative. Enfin, si le nombre n est quelquefols impair, 
ou si la diffirentielle d"u est tantdl positive, lantdt negative, la valeur 
calculee de u ne sera ni un maximum, ni un minimum. 


Noia. — Le tlieoremc precedent subsiste, cn vertu des principes 
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etablis dans la quinzieme Lecon, toutes les fois queles fonctionsF'(a) 
F'(a), F'"'(a) sont continues par rapport a a, dans le voisinage 

de la valeur particuliere a = o, ou, ce qui revient au meme, toutes 

les fois que u, du, d-u d^u sont continues, par rapport aux 

variables x, y, s, ... dans le voisinage des valeurs parti culieres attri- 
buees a ces memes variables. 


Corollaire I. — Concevons que, pour appliquer le theor^me, on 
forme d’abord la valeur de I’expression 


d^u 

2 —j — -j— hk 

dxdv 


en substituant les valeurs de x, v, 

I /» , . 7 / • / d^u d-u 

iBs lonctions clGriv6Gs -j — ■ > — r ? • ■ • 

ddc^ dy^ 


z, ... tirees des formules (3) dans 

J — On trouvera zero pour 

dx dy ^ 


resultat, si toutes ces derivees s’evanouisscnt. Dans Thypothese con- 
traire, d^u sera une fonction homogene des quantites arbitraires h, k, 
I et, si Ton fait alors varier ces quantites, il arrivera de trois 


clioses Tune : ou la different! elle dru conservera le meme signe, sans 
jamais s’evanouir; ou elle s’^vanouira pour certaines valeurs de A, k, 
/, ..., et reprendra le meme signe, toutes les fois qu’elle cessera 
d’etre nulle; ou elle sera tantdt positive et tan tot negative. La valeur 
proposee de u sera toujours un maximum ou un minimum dans le 
premiefr cas, quelquefois dans le second, jamais dans le troisifeme. 
Ajoutons que Ton obtiendra, dans le second cas, un maximum ou un 
minimum, si, pour chacun des systemes de valeurs de h, k, I, ... 
propres a verifier I’equation d^u = o, la premiere des differentielles 
d^Uyd^u,... qui nes’evanouit pas est toujours d’ordre pairet affectw' 
du meme signe que celles des valeurs de qui different de zero. 


Corollaire II. — Si la substitution des valeurs attribuees a x, y, 
z, ... reduisait a zero toutes les derivees du second ordre, alors, 
d'^u etant identiquement nulle, il ne pourrait y avoir ni maximum, 
ni minimum, a moins que la meme substitution ne fit encore evanouir 
d^u, en reduisant a zero toutes les derivees du troisieme ordre. 
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CoTollaire HI. - Si la substitution des valours attribuees a x,y, 
z, ... faisait evanouir toutes les derivees du second ordrc et du troi- 
sieme, on aurait identiquement d-u^o, d^u — o, et il faudrait 
recourir a la premiere des differentielles d'u, dui, ... qui ne sorait 
pas identiquement nulle. Si cette differentielle 6tait d’ordre impair, 
il n’y aurait ni maximum, ni minimum. Si elle etait d ordre pair ou 

de la forme 


( 6 ) 


cP"‘u 


l,im. 


d^"‘ u 


A"'" - 




i * dy 


k . 


il pourrait arriver de trois clioses Tune : ou la differentielle dont il 
s’agit conserverait constamment le memc signc, pendant que Ton 
ferait varier h, k, I, ..., sans jamais s’evanouir; ou bien elle s’eva- 
nouirait pour certaines valeurs de A, , et reprendrait le memo 

signe, toutes les fois qu’elle cesscrait d’etre nulle; ou elle serait tanfot 
positive, tantot negative. La valeur proposee de u serait toujours un 
maximum ou un minimum dans le premier cas, quelquofois dans le 
second, jamais dans le troisieme. De plus, afin de decider, dans le 
second cas, s’il y a maximum ou minimum, il faudrait, pour chaque 
systeme de valeurs de h,k,l, ... propres a verifier 1 equation d-"^u = o, 
chercher parmi les differentielles d’un ordre superieur a “xm celle qui 
la premiere cessc de s'evanouir, et voir si cette differentielle ost tou- 
jours d’ordre pair et affectee du raeme signe que les valeurs de 
qui different de zero. 

Il est essentiel d’observer que la valeur de d-u donnee par la for- 
mule (6), etant une fonction entifere, et par consequent continue des 
quantites h, k, I, ..., ne saurait passer du positif au n6gatif, tandis 
que ces quantites varient, sans devenir nulle dans I’intervalle. Remar- 
quons en outre que, si la quantity u etait une fonction implicite des 

variables x,y,z ou si quelques-uncs de ces variables devenaient 

fonctions implicites de toutes les autres, chacune des quantites du, 
d'^u, d^u, . . . se trouverait deferminee par le moyen d’une ou de plu- 
sieurs equations differentielles, en fonction des differentielles des 
variables independantes. 
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Exemple. — Supposons que, a, b, c, . . . , k, p, q, r, . . . designant 
des constantes positives, et x, y, s, ... des variables assujetties a 
I’equation 

ax -t- by ez + . . . — k, 

on cherche le maximum de la fonction u = ; on trouvera 



et par suite on tirera de la formule (lo) (onzieme Lecon) 


p q jy p + y + /• -I- ■ . ■ 

ax by cz k 

p k a k 

a p + q r b p -t q + r -i- . . . 

Comme les valeurs precedentes de x, y, s, ... rendront du constam- 
ment nulle etcZ-u constamment negative, ellesfournirontun maximum 
de la fonction u. 


i3 


OMuvres de C. — S. II, t. IV. 
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DIX-SEPTIEME LECON. 

DES CONDITIONS QUI DOIVENT fiTRE REMPLIES POUR QU’UNE DIFFERENTIELLE TOTALE 
NE CHANGE PAS DE SIGNE, TANDIS QUE l’ON CHANGE LES VALEURS ATTRIBUl^KS AUX 
DIFFfiRENTIELLES DES VARIABLES INDEPENDANTES. 


D’apres ce qu’on a vu dans les Lemons precklentes, si Ton designo 

par u une fonction des variables ind6pendantes x, y, z et si Ton 

fait abstraction des valours de ccs variables qui rondent discontinue 
Tune des fonctions u, du, d^u, la fonction u ne pourra devenir 
un maximum ou un minimum que dans le cas oil Tune des diffe- 
rentielles totales d^u, d'^u, d^u, savoir la premibre do celles qui 
ne seront pas constamment nulles, conservera le meme signe pour 
toutes les valours possibles des quantites arbitraires dx = h, dy = k, 
ou du moins pour les valours de ces quantites qui ne la 
reduiront pas a zero. Ajoutons que, dans la dcrnierc supposition, 
chacun des systemes de valours de h, k, I, ... propres a faire evanouir^ 
la differentielle totale dont il s’agitdevra changer une autre dilFeren- 
tielle totale d’ordre pair en une quantite affectee du signe que con- 
serve la premiere differentielle, tant qu’ello ne s’evanouit pas. D ail- 
leurs, les differentielles d-u, d^u, </*«, ... se reduisent, pour des 
valeurs donn^es d*e a;, 7, 5, . . . , a des fonctions entieres et homo- 

gbnes des quantites arbitraires h,k,l De plus, si Ton appelle r , 

s,t, ... les rapports de la premibre, de la seconde, de la troisiemc do 
ces quantitbs, ... a la derniere d’entre elles, la differentielle 




<P”‘u 


/jSm. 


2m 




d^"'u 




d^'^u 


I dy 


him-ik- 


(0 
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sera evidemment affectee du meme signe que la fonction cntiere de r, 
s, t, ... 2 l laquelle on parvient en divisant d-^’u par la puissance urn 
de la derniere des quantites h, k, I, ... , c’est-a-dire du meme signe 
que le polynome 


( 2 ) 


u 


d^” 


dy^ 


c2Wi _ 


dz^"^ 


-h 


2 m d-'" u 


dx^ dy 


‘5 + . 


En substituant un polynome de cette espece a chaquc differentielle 
d’ordre pair, on reconnaitra que la recherche des maxima et minima 
exige la solution des questions suivantes : 

Probl^me I. — Trouver les conditions qui doivent itre remplies pour 
gu’une fonction entiere des quantiles r, s, t, . . . ne change pas de signe, 
tandis que ces quantites varient. 

Solution. — Soit 'F(r,$,t, ...) la fonction donnee, et supposons 
d’abord les quantites r, s, t, ... reduites k une seule r. Pour que la 
fonction F(r) ne change jamais de signe, il sera necessaire etil suf- 
fira que I’equation 


(3) 


F(r) = o 


n’ait pas de racines reelles simples, ni de racines reelles egales en 
nombre impair. En effet, si, r, designant une racine reelle de I’equa- 
tion (3), m un nombre entier et R un polynome non divisible par 
r — r„, on avait 

F(r)=(r-/-„)R ou F(r) =(r — 

il est clair que, pour deux valeurs de r tres peu diffei’entes de r^, mais 
Pune plus grande et Pautre plus petite, la fonction F(r) obtiendrait 
deux valeurs de signes contraires. De plus, comme une fonction con- 
tinue de me saurait changer de signe, tandis que r varie entre deux 
limites donnees, sans devenir nulle dans Pintervalle, il est permis 
d’affirmer que, si Pequation (3) n’a pas de racines reelles, son pre- 
mier membre conservera toujours le meme signe, sans jamais s eva- 
nouir, et qu’il s’evanouira quelquefois sans jamais changer de signe. 
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s’il est le produit do plusieurs facteurs de la forme (r — par un 
polynome qui ne puisse sc reduire a zero, pour aucuno valour reelle 

de r. 

Revenons maintenanl au cas oil les quantiles r, s, t, ... sont cn 
nombre quelconque. Alors, pour que la fonction ^{r,s,t, . . .) no 
puisso changer de signe, il sera necessaire el il sulBra que I’equa- 
tion 

(4) L •••)=o. 

resolue par rapport a r, ne fournisse jamais de racines reelles simples, 
ni de racines r 6 elles egales cn nombre impair, quellcs que soient d ail- 
leurs s, t, — 

Corollaire I. — La fonction F(r) ou F(r, t, . '. .) conserve constam- 
jnent le meme signe lorsquo I’equalion (3) ou (4) n’a pas de racines 
reelles. (Fbir, pour la determination du nombre des racines reelles 
dans les equations algebriques, le XVIl' Cahier du Journal de I'Ecole 
Polylechnique, p. 437-) 

Corollaire 11. — Soil u = La differentielle totale 


(5) 


(P a : 






d>u 
dx dy 


hk 


conservera constamment le meme signe, si I’equation 


( 6 ) 


(Pu . d* u (P u 

dx^ ^ dx dy^ dy- ° 


n’a pas de racines reelles, e’est-a-dire si I’on a 


ePu d^ii f V 
dx^ dy^ \dxdy) ^ 


La meme differentielle pourrait s’evanouir sans jamais changer de 
signe, si le premier membre de la formule ( 7 ) se reduisait a zero, 
et admettrait des valeurs de signes opposes, si ce premier membre 
devenait negatif. 
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Corollaire HI. — Soil u = f{x,y, z). La difFerentielle totale 


( 8 ) = 




/2- 


d^u 

2 — r- hk - 


' dx dy 


■ 2 j . Ill - 

dx dz 


d^ii 

2 , Id 

d’y^ cij^ 


conservera constamment le meme signe, si Tequation 


( 9 ) 


d^u ^ ( d^ ii 


d^tt \ d-u ^ d^ii 
dxdzj^ dy- ^ dy dz 


d^u 

'd^- 


= 0 , 


resolue par rapport a r, n’a jamais de racines reelles, c’est-a-dire si 
Ton a, quelle que soit 


(lO) 


Vd^u dp'll f d^ii Y"! , 

\_dx^ d^-y \dxdyj 

^/d'^u d^u d^u dPu \ d^u d-u / d^u V 
\ dx^ dy dz dx dy dx dz)^ dx’^ dz^ \dx dz) ^ 


Cette derniere condition sera elle-meme satisfaite quand on aura 


dUc dPa f d^n Y 
dx^ dy^ \dxdy) ^ 
et 


rdUl dPu 
\_dx^ dy^ 

/ d^u Y"| 

\dxdy) J Idx^ dz^- 

( VI 

\dx dz ) \ 


(d^u d^u 

dHi d^u Y 


\dx- dydz 

dx dy dx dz J 


Scolie, — Soit u = fip^y, une fonction de n variables inde- 

pendantes a?, j, ;s, . . et posons 


( 12 ) 


d^u 






dy^ ‘ dz^- 

dPu 
dx dy 


dPu 

-j — rt 
dx dz 


d^u 

■ 2 -T — r- St ■ 


' dydz 


La difFerentielle d^u et la fonction Y{r,s,t , ...) seront toujours afiFec- 
tees du meme signe que la quantite si le produit • • •) 

est toujours positif. Or c’est evidemment ce qui aura lieu, si chacun 
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des produits 
(>.3) 


a 

dx^ 


F(/-), 


a 

dx- 




obtienl pour valeur minimum une quantitc positive. D’ailleurs, si 
I’on fait 


d^u „ _ <^»w d^u f cPu Y 
dx^ dy^- \dxdy) ’ 


et si generalement on designe par D„ Ic denominateur commun des 
valours de h, k, I, ... tiroes des equations {voir V Analyse algebrique. 


p. 8o)(') 

(i 4 ) 


d^u ^ 

dP^ ii 
dxdy 

dP u 
dx dz 






d^iL 
dx dz 

d^u 
dy dz 

u . 

dy dz " ^ dz'^ 


d^u 
dx dy 

d-u j 

3 F* 

CPll 


/ + . . . — 1 , 


I -]r ■ . . — I, 


on prouvera sans peine que les valeurs maxima ou minima des fonc- 
tions F(r), F {r, s), F(r, s, t), ... sent respectivement 


(i5) 


D, Dj D„ 

1),’ D,’ D,’ ■■■’ D„_.' 


Done la dilFerentielle d-u conservera constamment le meme signe, si 
les fractions (i 5 ), multipliees par D,, donnent des produits positifs 
ou, ce qui revient au meme, si Dj, D3, D^, • . . , sont affeclees des 
m^mes signes que DJ, DJ, D, D". 

Lorsqu’on suppose simplement u fonction de trois variables x, y, s, 
les conditions qu’on vient d’enoncer se reduisent aux deux suivantes 
D,D3>'0, et coincident avec celles que fournissent les for- 
mules (ii). 

ProbliIime II. — itant donnees deux fonctions entiires des variables r, 
s, t, . . . , trouver les conditions qui doivent itre remplies pour que la 


( 1 ) OEmres de Cauchy, S. II, T. Ill, p. 78. 
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secon.de fonction conserve un signe determine, toutes les fois que la pre- 
miere s’ evanouit. 

Solution. — Soient 

¥{r,s,t, ...) 

la premiere fonction et 

11 — ,f (^r, s, t, • • • ) 

la seconde. On eliminera r entre les deux equations 
F ( ^*) ' ■ • ) ” ^ ^ ” ..f (^r, s, t, . . 

L’equation resultante, etant resolue par rapport a R, devra fournir 
pour eette quantity une valeur affectee du signe convenu, toutes les 
fois que Ton attribuera aux variables s, t, . .. des valeurs reellcs aux- 
quelles correspondra une valeur reelle de la variable r. 
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DIX-HUITIEME LECON. 


DIFF^RENTIELLES d’uNE FONCTION QCELCONQUE DE PLIISIEUBS TABIABLES DONT CIIACCKE 
EST A SON TOUR UNE FONCTION UNfiAIBE d’aUTRES VARIABLES SUPPOSfiES INDfiPEN- 
BANTES. DfiCOMPOSmON DES FONCTIONS ENTIEEES EN FACTEUBS RfiELS DC PREMIER 
OU DU SECOND DESRS. 


Soient a, b, c, k des quantiles constantes et 

(1) u=z ax + by -h cs +. . .+ k 

une fonction lineaire des variables independanles x,y, s, La dif- 

ferentiellc 

(2) du = adx + b dy + c dz + . . . 

sera elle-meme une quantite constante, et par suite les differen- 
tiellcs d^u, i/’m, ... se reduiront toutes a zero. On conclut immediatc- 
ment de cettc remarque que les diflferentielles succcssives des fonc- 
tions /( m), ... conservent la meme forme, 

dans le cas oil les variables u, v, w, • • . sont considerees comme inde- 
pendantes, et dans le cas oil u, v, w, ... sont des fonctions lineaires 
des variables independanles x, y, z, .... Ainsi on trouvera, dans les 
deux cas, pour s = /(«), 


( 3 ) 


ds ■=zf'[u)du, 
d^s du^, 

oPs=f^{u)du\ 


d”'S=:fW(u)du’‘; 



(4) 
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pouri=/(M, (’), 

dns = ^ d.^... 

I du^-^dv 

nd^f{UfV) , d^^flu^v) . 

y- ) I J\j_± . 

I du dv^^^ dv'^ 

lyouT s=f{u)f(v), 

I d'^s =/(«)(«) /(p) du'‘+ "/<"-'>(«) /V) dc + ... 
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(5) 


-f'{u ) /<”-')((>) du *“-■ +/(«) /i'»((-) *», 


etc. 

II est facile de s’assurer que, si I’on represente par /(«), /(e), 
/(a, e), ... des fonctions entieres des variables u,v,w,..., les for- 
mules (3), (4). (5), ... subsisteront lors m^rae que, u, v, w, ... 
etant fonctions lineaires de ®, y, s, . . . , les constantes a, b, c, ..., 
k, ... comprises dans a, e, (v, ... deviendront imaginaires. On aura, 
par exemple, pour s =f{x +y\j— i), 


j zr f'{x+y\f^i){dx + \J-\dy), 

( 6 ) 

( d’'s=:f^'‘'i{x+y\f^i){dx + ^—idyY; 

pour j=/(a;-j\/-0> 

— f{x — y\f^i){dx-\J—idy), 

(7) 

( d'^s — P"''i{x—y\py){dx — \f^idyY-, 

pouri=/(a!+jV—i)/(a; — jV^)> 

d«-s=f^”''‘{x + y )f{x-y \P~i) {dx + dyf 

+ 2 (ic 4 - j^)/' {x-y sT^i) {dx + \[^i rfy)""’ {dx- \J~i dy)+,. 

+ f{x + y\J~i)f^«K‘^-y\P'i){dx-\f^idyY. 

QiWes <?e c. - s. II, t. IV. '4 
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De cette derniere formule on deduira sans peine la proposition sui- 
vante : 

Tn^ORto I. — Soil f{x) une fonclion rdelle et entiere de x. Si I’ on 
pose 

(9) 

on pourra toujours salisfaire par des valeurs reelles des variables x et y a 
[’equation 

( 10 ) « = 

Demanstration. — Soit n le degre de la fonclion /(a?), en sortc 
qu’on ait 

(i i) + a,,, 

a„, a,, Ua-,, designant des constanles dont la premiere a,, ne 

pourra s’evanouir. Goncevons de plus que. les variables x, y etant 
suppos6es reelles, on represente par r, p, R, R,, R,, ... les modules 
des expressions imaginaires ’ 

X -hf ' > dx-h dy\l~ ) , 
i), «)> fi-r y\j — ..., 

et faisons, en consequence, 

I X 1 = r(cos« I sini), 

, if;c-i-d[rv/^ = p(cosT-f-\/^sinT); 

f(^x-\-y\/ — i) — R(cosT 4- \/ — 1 sinT ), 

/'(j; 4-7\/~ i) = Ri(cosTi -t- q— i sinT, ), 

('2) j f"{x-\-y\J — i) — Rj(cosTs 4- \/— I sinTs ), 

I 

f ^ 

1 /<») {x + y \f~i) — R„(cosT„ 4- s/~i sinT„ ) ; 


r, p, R, R,, Ra, ..., R„ seront des quantiles positives; t, t, T, T,, 
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To, T„ des arcs reels, et I’on aura 

(•4) r — , 

I s = R=— [a;i,/’'*cos«^ + fif,7-"-icos(rt — . . + a„_i/-cosi + «„]- 
I +[«o''“sinnf + a,r"-‘sin(/2 — 

f i^[ , 2aaa,cos( af -h a an a., cos 2 1 ] 

I 

11 resulte de ces dernieres formules que la quantite s, qui represeiite 
uno fonction entiere, et par consequent une fonction continue des 
variables a:, j, restera toujours positive et croitra indefiniment si 
I’nii attribue a ces deux variables ou seulement a Tune d’entre elles, 
et par suite au module /*, des valeurs numeriques de plus en plus 
grandes. On doit en conclure que la fonction s admeftra un ou plu- 
sicurs minima correspondants a un ou a plusieurs systemes de valeurs 
tinies des variables a? ety. Considerons un de ces systemes en parti- 
culier, et calculous les valeurs correspondantes des expressions- 

Quelques-unes de ces valeurs pourront s’evanouir, mais jamais elles 
ne serontnulles toutesa lafois, puisque Texpression i), 
se r^duisant, avec /'"’(a;), au produit i.2.3...ra.a,„ a une valeur 
constante et differente de zero. Cela pose, soit /‘"'’(tc + rv— 0 la 
premiere des expressions (i6) dont la valeur ne s’evanouira pas. Si 
I’expression /(a? ■+-/ V— ”i) obtient elle-meme une valeur differente 
de zero, d''‘s sera, en vertu de la formule (8), la premiere des diffe- 
rentielles de s qui cesseront de s’evanouir. Au contraire, si Ton a 

(17) /(® =o> 

la differentielle d/'^s deviendra nulle elle-meme. Or je dis que ce der- 
nier cas est seul admissible; ear, dans le premier, on tirerait de la 
formule (8) 

i" =/('")(;» +y^— 

(18) I ^f{x-^y\J^i)f'"^{x~y\f^){dx-\/yy\dyY 

( =3RR*p'”cos(T„ — T -i-TnT), 
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et par suite la differentielle d''‘s, ehangeant de signo lorsqu’on rem- 
placcrait t par i ne resterait pas toujours positive, quelles que 

fussent les quantites dx et dy, comme cela doit necessairement arriver 
chaque fois que la fonction s devient un minimum. Done tous les sys- 
temes de valeurs dea? et dey propres kfournir des minima de la fone- 
tion s verifieront I’equation (17), qu’on peut aussi mettre sous la forme 

R(cosT I sinT) = 0, 

et de laquelle on tire 

R = 0 , .v=:R*=ro. 

Done la fonetion s deviendra nulle pour dos valeurs reclles et finies 
des variables a; et y toutes les fois qu’elle atteindra un des minima 
dont nous avons ci-dessus demontre I’existence, 

Corollaire. — La fonction reelle f ne pouvant s’^vanouir 

qu’avec le module R, les fonctions imaginaires ’ 

f{x + y \J~i) = R (cos T -H sin T ), 

/(j'— yy/— i)=^R(cosT — isinT) 

s’evanouiront toujours en mdme temps qu’elle. Par consequent, 
toutes les valeurs reelles de x et de y propres a verifier I’cqua- 
tion (ro) vdrifieront aussi I’equation (17) et la suivante : 

(19) /(^r — )V^)=o- 

A ces valeurs de x et de y correspondront des valeurs reelles de r 
et (le t propres a verifier les deux Equations 

{20) /(rcosit-t- /’sinf\/— j) — o, /(/'cost — r sinf \A— 1) •= o. 

Dans le cas particulier oii la valeur dey s’evanouit, les formules (r7), 
(19) et (20) coincident avec I’dquation unique 

(21) f[!c)— 0 , 

qui se trouve alors satisfaite par une valour reelle de x. De ces 
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remarques on deduit immediatement la proposition que je vais 
enoncer. 

XiifiORiiME II. — designant une fonction reelle et entiere de la 

variable x, on peut toujours satisfaire a V equation (21), ou par des 
I'aleurs reelles de cette variable, ou par des valeurs imaginaires conju- 
guees deux a. deux el de la forme 

(2a) = + — isinf), a; = r(cosi — — isinf), 

Scolie. — Si Ton appelle x^ une racine reelle ou imaginaire de 
I’equation (20), le polynome /(a?) sera divisible par le facteur 
lineaire x — x,^. Done, a deux racines imaginaires conjuguees et 
de la forme 

/•(cos/H- \/— I sinf), /•(cos/ — \j— i sin/), 

correspondront les deux facteurs lineaires 

X — r cos / — /■ sin/\/— I, x — r cos / H- rsin/v'^— 1, 

lesquels seront encore conjugues I’un ^ I’autre et donneront pour 
produit un facteur reel du second degre, savoir 

{x — r cos/)“-i- sin*/ a;* — irx cos / -1- /•*• 

Gela pose, il resulte du theoreme II que toute fonction reelle et 
entiere de la variable x est divisible par un facteur reel du premier 
ou du second degre. La division 6 tant effectuee, on obtiendra pour 
quotient une autre fonction reelle et entiere qui sera elle-meme divi- 
sible par. un nouveau facteur. En continuant de la sorte, on linira 
par decomposer la fonction donnee, que j’appellerai f{x), en fac- 
teurs reels du premier ou du second degre. En egalant ces facteurs 
a zero, on determinera les racines reelles ou imaginaires de I’equa- 
tion (21), lesquelles seront en nombre egal au degre de la fonction. 

[ Voir V Analyse algibrique, Chap. X ( * )]. 

(1) OEavrcs de Cauchy ^ S. II, T. Ill, p. ^74* 
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DIX-NEUVIEME LECON. 

IIS.IGE DES DERIVISES ET DES DtFFtRENTIELLEp DES DIVERS ORDRES DANS LE DfiVElOPPEMENT 

DES PONCTIOKS ENTIfeRES. 

II est facile de developper unc fonction cntiere de x cn un polynome 
ordonae suivant les puissances ascendantes de cette variable, quand 
on connait les valeurs particulibres de la fonction et de ses derivees 
successives, pour x=o. En elfet, designons par F(aj) la fonction 
donnee, par n le degre de cette fonction, et par a^, a^, a.^, les 

coefficients inconnus des diverses puissances do x dans le develop- 
pement cherche, en sorte qu’on ait 

(i) F(j;) = ao-t- + a2«-4-. . . + a„x". 

En differentiant n fois de suite I’equation (i), on trouvera 

F'(^) =i + /ifln.r"-', 

F'^( a;) =i.2.aj + . . 

...» 

— 1 . 2 . 3 . . .nan. 

Si Ton pose, dans ces diverses formules, a? = o, on en tirera 

a„=: F(o), 
a. = iF'(o), 





CALCUL DIFFERENTIEL. Ill 

et I’equation (i) donnera 

(4) F(a?) = F(o) -h ^ F'(o) ^-F^Co) +. ..+ -_^!_F(«!(o). 


Exemple. — Soit F(a:) = (i + x)"; on obtiendra la formule connue 


(5) — r- 


I 1.2 1.2.4 


H 

I 


Soit maintenant M= f(x, y, s, ...) une fonction entieredes variables 
X, y, z, . . . , et 71 le degre de cette fonction, c’est-a-dire la plus grande 
somme qu’on puisse obtenir en ajoutant les exposants des diverges 
variables pris dans un meme terme. Si Ton pose 


F(a) — f(x-t xdx, j' -+- a dy, z + adz, . . .), 


F(a) sera une fonction entifere de a, du degre n, et Ton aura en con- 
sequence 


F(«)=:F(0)H- -F'(o)-+- -fLF"(o)4- 


I .2.3 


F'*'^o) ■ 


1.2.3. . . « 


F('»(o) 


Cette derniere formule, cn vertu des principes etablis dans la qua- 
torzieme Le?on, peut s’ecrire comme il suit : 


( 6 ) 


/{x+ a dx, y+ a dy, z h- adz, . . .) 

OC . OC" „ oc'* 

= U-\ du-i d- U -i ^ rtf'* w -H ... -t 5 d^ u, 

I 1.3 1.2.0 I .2.0 ... n 


Ajoutons qu’elle subsistera pour des valeurs quelconques de a, soit 
finies, soit infiniment petites. Si, pour plus de simplicite, on prend 
a = r , on trouvera 



Dans le cas particulier oil les variables x, y, z, ... se reduisent a une 



112 RESUME: DES LECONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL, 
seiile, on a 

u 

dll = /'(w)da:, 
dru = /"(.«) 


d^u = 


Cl Ton tire de la formule (7), en remplagant dx par h. 


(8) 


i /(A--t-/0=/(a;)+ ^/'(^) 


h- 






k" 


Au reste, on aurait pu deduirc directement cette derniwe equation 
de la formule (4). 

Exemple. — Si Ton suppose f{x)—af, on trouvera 

[ (a; H- A )“ = iP" + — a""—' h + ^ ir"~“ h- . 

I ' I 1.2 

x^h>‘ + -- ar/i'*-* + A". 

1.2 I 

Nota. — Si f{x) est divisible par'(a; - a)'”, ou, en d’autres tcrmes, 
si Ton a 

( 10 ) f{x) — {x — a)'"<a{x), 

o(ir:) designant une fonction entibre de la variable x, le developpo- 
ment de f{a ■+- A), suivant les puissances ascendantes de A, deviendra 
evidemment divisible par A™. D’ailleurs ce developpement sera, en 
vertu de ce qui precede. 



Done I’bquation (10) etant posee, on en conclura, non seulement 
/(a) = o, mais encore /'(a) = o, /"(a) = 0, . . . , = o. On 

arriverait au meme resultat en differentiant plusieurs fois de suite 
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Tequation (lo), de laquelle on tirerait successivement, a I’aide de la 
formule (i5) (quatorzieme LeQon), 

if {sc) =(a;-a)'«(p'(ic)+ m{x — a)”<-^o{x), 

f'{x) = {x — a)“ <p"(a:) -I- •im(x — a)”‘~^a'(x) m{in — i) {x — a)'"~-a(x), 



\ =r ( if - a )'» (a! ) 4- . . . -H (m - 1 ) . . . 3 . 2 . (a: - a) ffl (a^). 

Ainsi, /(x) etant une fonction entiere de x, on pent afBrmer que, si 
I’equation 

(12) f(x) = 0 

admet m racines egales representees par a, chacune des ^nations 
derivees 

(13) f{x) = o, f{x) = o, r{x)=o, /(— 

se trouvera verifiee par la supposition x = a. On doit meme remar- 
quer que, fix) etant divisible par ix — a)®, fix) sera divisible par 
(a? — , fix) par {x — a)”*"*, . . . et f’"~'fx) par x — a seule- 

raenl. Quant a la fonction f”'\x), comme elle sera determinee par 
I’equation 

J7Z 

(,37 — a)'" + . . . 

JYt 

+ Y /«(/« — i)...3.2.(a; — a)®'(a?) + ot( 7« — i)...3.2.i.if (a-), 

elle se rMuira, pour a? = a, a 

(i5) /("‘)(a) = i.2.3...(ni — i)nt.tp(a). 

» 

Toutes ces remarques subsisteraient dans le oas meme oil, lavaleur 
de/(x) etant donnee par I’equation (lo), <f(x) cesserait d’^re une 
fonction entiere de la variable x. On connait d’ailleurs le parti qu’on 
peut tirer de ces remarques pour la determination des racines egales 
des equations algebriques. 

Concevons a present que j' = F(a?) et 5 = f(a;) designent deux 

fonctions entiisres de x, divisibles I'une et 1 autre par (x — a)’”. Si le 

i5 



QEuvres de — S, 11^ t. IV, 
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" dz s' 

nombre m surpass© I’unite, les valeurs des fractions i ot ^ 
pour a: = «, se presenteront en meme temps sous une forme ind^er- 
min^e, ct par consequent on ne pourra plus se servir de la seconde 
fraction pour calculer la valeur dc la premiere, comma nous I’avons 
explique dans la sixieme Lecon. Toutefois, la veritable valeur de la 
fraction ^ ne cessera pas d’etre la limite vers laquelle converge le 

rapport tandis que les differences Ay, Az convergent vers zero. 
D’ailleurs, on attribuant a x I’accroissement i nfiniment peti t Aa- = adx, 
on tirera de la formule (6) 


■^•••■^1.2.3. ..(/>*-!) 




+ 


1 . 2 . 3 . . . m 


d^^y- 


1 . 2 « 3 . . . ( /?i 1 ) 


y . 


1 1.2 


(X 


ni’-l 


1 . 2 , 3 . . . /n 


d'^^z - 


I . 2 . 3 . . . ( /7l — I ) 




a." 


1 .2.3. . .(?W -)-l) 


3 ■ 


Si maintenant on assigne a a? la valeur particuliere a, comme cette 
valeur fera evanouir les fonclions d^rivecs y', y" , . . . , y'"-*', z' , 
z", .... s'™"*’ et, par consequent, les dilferentielles dy, d^y, . . . , 
dz, d'^z, . . . , d^”^''>z, on aura simplemcnt 




Ay = 5 d"'y ^ = r c?™'*'*/ + . . 

1 .2.3. . .(m 4- 1) •' 

rn + i •' ) 


A3=: 








1.2.3... 7ft “ ~ ' I.2.3...(7ft + l) 

= ^ (d'ns+-J^d'»*'z +...). 

i.a.3...7ft\ ni -h 1 / 


On en conclura 


As 


Ay 


d»‘s 4 — d'^^^s 4- . ■ . 

m H- I 


m 4 - 1 


H- . . . 
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( 56 ) 


As 2(«) 

lim 1 — = — = — — 

Ay yOfj') 

Done la valeur que recevra la fraction donnee ^ ou pour a; = a, 
sera precisement egale a la valeur eorrespondante de la fraction 

d"^z 

d'ny F<"0(a;) 

Exemple. — «p(a?) designant une fonction entiere non divisible par 
X — a, ^{x) line autre fonction entiere divisible par {x — on 
aura, pour a? = a, 

{x — a)"‘ 9 (a;) _ t . 2.3. . .ni 9(3;) + i.Z. . .nim(x — a) (p'ix) -f-. . . 1 .2.3. . .m 9(a) 

Fl^) ~ ' F<^>(i] ^ ■“ F^tc) 
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VINGTIEME LECON. 

DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


. Representons par f(a!) el F(a;) deux fonctions entires de x, la pre- 
miere du degre m, la seconde du degre n. sera cc qu’on appellc 
une fraction ralionnelle. De plus, I’equation 

(1) F(:r)=rO 

admettra n raeines reelles ou imaginaires, egales ou inegales; cl si, 
en les supposant d’abord toutes inegales, on les designe par 
ajj, . . . , , on aura necessaircment 

( 2 ) F(a;)=z — — .( 3 / — 

k etant le coelFicienl de of dans F(aj). Gela pose, soient 

( 3 ) 9(a;)=A-(.r — 3?i)(3: — 3?s)...(j; — a:„_i) el iIf 2 )=Ao. 

9(a?o). 

L’equation ( 2 ) prendra la forme 

(4) F(a;)=:(3: — a;(,)(p(a;); 

et, comme la difference 

f(^) _ ^ — Aq 9 ( 3 ;) 

9(37) (p(d?) 

s’evanouira pour a? = a?o, il en sera de meme du polynome 

f(ic) Ao 9 ('*')- 

Done ce polyndme sera divisible algebriquement par x — x^\&n sorte 
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qu on aura 
ou 

(5) f(«) = Ao®(a:) 4-(^ — a;o)x(«')» 

X(^) representant une nouvelle fonction entifere de la variable a;. Si 
maintenant on divise par F(a;) les deux membres de I’equation (5), 
en ayant egard a I'a formule (4), on trouvera 


( 6 ) 


f(a;) 

F(i) 


A„ 


y.(^) _ _ 

cp(4i?) a:- 


x(^) 


— (j; — — ^«-i) 


On peut done extraire de la fraction rationnelle une fraction 
A ^ 

simple de la forme — A# designant une constante, de manibre a 

obtenir pour reste une autre fraction rationnelle dont le denomina- 
teur soit ce que devient le polynome r(a;) quand on supprime dans 
ce polynome le facteur lineaire x — a;„. Concevons que, par une suite 
d’operations semblables, on extraye successivement de puis de 

^4^5 • • • une suite de fractions simples de la forme 

a(^) ^ 




— iTo 


OS — Xi X — 


Aft— I 

X — ^ft_, 


de maniere a faire disparaitre Tun apres I’autre, dans le denominateur 
de la fraction restante, tons les facteurs lineaires du polynome F(aT). 
Le dernier de tons les restes sera une fraction rationnelle dont le denp- 
minateur se trouvera reduit a la constante h, e’est-a-dire une fonction 
entiere de la variable x. En designant par Q cette fonction entiere, on 
aura 


(7) 


f(^) 


A, 


+ ■ 




+ ...+ ■ 


A„-i 


F(aP) X—X^'X — Xy 'X—X^ ■ X — Xn-i 

Comme cette derniere formule entraine la suivante 


f(a;) = QF(ir) + Ao ^ 


+ A| 


x^ 

F(^) • 


• Ai 


F(^) 


‘ + A«— 1 


F(a:) 


^x — x. X — Xa^ 


( 8 ) 
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dans laquellc tons Ics termes qui suivent le produiL QF(a;) sont des 
fonctions entiercs do a? d’un degre inferieur a n, il cst clair quo la 
lettre Q represento le quotient de la division algebrique do f(a!) par 
F(ir). De plus, commc tous ces termes, a I’exception du premier, 
seront, ainsi que Ic produit QF(a:), divisibles par x — x^, on aura 
evidemment, pour x = x^. 


(9) 


f(ic) = A 


F(a^) 


— ■ Ao 


dx 


= Ao F'(^). 


Done, pour obtenir la valeur de A„, il sufiira de poser x = x^ dans la 

fraction Uf - , • En formant de meme les valeurs de Aj, Aj on 

l'{x) 


trouvera 


(lO) 


Ao 

A. 

I Aj 


_ f(^o) 
“ F'(^„)’ 

-F{x,y 

_ f(^2) 
“F'ta;,)’ 


I 


A 


n—l — 


r{x,.^)' 


A I’inspcction de ces valeurs, on reconnait qu’elles sont indepen- 
dantes du mode de decomposition adopte. Ajoutons que la valeur 
de A„, deduite de la formule (9), peut etre indifferemment presentee 
sous I’une ou I’autre des deux formes \ et d’oii il resulte 

que la premiere des formules (10) s’accorde avec la secondc des equa- 
tions ( 3 ). 

Lorsque les deux racines x^, x, sont imaginaircs et conjuguees, ou 
de la forme a + ^ \/-^> « — i. alors, en designant par A et B 
deux quantites reelles propres a verifier I’equation 


(n) 




f(ot -4- j3 \f^) 


on trouve que les fractions simples correspondantes a ces racines 
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sent respectivement 

x — a. — j3\/ — 1 X — I 

En ajoutant ces deux fractions, on obtient la suivante 


(i3) 


ik.{x — a) -I- aB (3 
(izr — «)-4-j3* 


qui a pour numerateur une fonction reelle et lineaire de x, et pour 
denominateur un facteur du second degre du polynome F(a?). 


Examples. — Decomposition des fractions > 

3 • • • • 


3; I ’ 


Passons au cas oil I’equation (i) a des racines egales. Alors, si Ton 
designe par a, h, c, ... les diverses racines, par p, q, r, ... des 
nombres entiers, et par k un coefficient constant, le polynome F(a:) 
sera de la forme 


(14) ^ {x) = k{x — a)P {x — b)i — cY 

Si, dans cette nouvelle hypothese, on fait, pour abreger, 

(15) (!f[x) = k{x — bY{x — cY... et 
Fequation (i4) deviendra 

(16) F(a;) = (ir— a)^’9(x); 

et, comme les deux differences — A, f(£c) — A9(a;) s’evanoui- 
ront pour a; = a, on aura necessairement 

(17) i{x) = km{x) + {x — a)x{x), 

•'/^{x) designant une nouvelle fonction entierc de la variable x. Cela 
pose, on tirera des equations (i4)i ('6) et (17) 

f(a;) A 

F(a;) (^x — ay^ {x — ay-'^ <f{x) 

_ A x(.x) 

~ {X — ay k{x — ay-'^ {x — by (a;— c)^ . . 


(18) 
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Ainsi, en extrayanl de la fraction rationn'elle une fraction simple 

de la forme ^ on obticnt pour reste une autre fraction ration- 
(x — ay 


nelle dont le denominaleur est ce. que devient le polynome F(a;) 
qiiand on supprime dans ce polynome un des facteurs egaux — a. 
Concevons qu’a I’aide de plusieurs decompositions semblables on 
enleve succcssivement au denominaleur de la fraction restantc : 
i” tons les facteurs egaux a a? — a; 2" tous les facteurs egaux a 
JT — A; 3® tous les facteurs egaux » x — c, etc. Le dernier de tous les 
resles sera une fraction rationnelle a denominaleur constant, c’est- 
a-dire une fonction entiere de la variable x : de sorte que, en desi- 
gnantpar Q cette fonction entiere, etpar A, A,, Aj, ..., A^,,B, B,, 
B,, ..., Bj_,, C, C(, Ca, ..., ...» les numerateurs constants des 

diverses fractions simples, on aura 


('9) 


[ = Q H 1 — 

* F(a:) ^ (x — a)!' (x — ay-‘^ 


A »— I 


X ■ 


+ 


B 


a {x — by 


+ . . . 4 - 


{X — cy 


Pour prouver : i® que le polynome Q est le quotient de la division 
algebriquc de {(x) par F(a;); 2° que les valeurs des conslantes A, 

A< Ap_,, B, ... sont independantes du mode de decomposition 

adopte, il sulBra d’observer que la formule (19) entraine la suivantc 


f{x] 


(20) 


: Q F(a;) + A h- Ai - 

^ ^ {,T — ay 


' X — a {x — by 




dans laquelle tous les termes qui suivent le produit QFfa?) sont des 
fonctions entieres de x, d’un degre inferieur ii celui do la fonction 
F(a7); et de plus, que, si dans la formule (20) on pose x = a-+-z, la 
comparaison des termes constants et des coefficients qui affecteront 
les puissances semblables de z, dans les deux membres developpes 
suivant les puissances ascendantes de cette variable (voir la dix-neu- 
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vieme Legon), fournira les equations 


(21) 


f (a) — A 
r(a) = A 

r{a)=.. 


FW(a) 

I . 2 . 3 . . .p’ 

F!p+-»)(a) 
1.2.3. . .(jO H-l) 


+ A] 


FiP-'(g) 

1.2.3.../)’ 


desquelJes on d^duira pour les constantes A, A,, A,, ... un systeme 
unique de valeurs, savoir : 

[ . _ 1.2 . 3...pf(g) 
i “ F(P>(a) ’ 

(^ 2 ) ^ . 1 .2.3. . .(/n-i) F(a) — AF‘P''‘''('a) 

(/) + i)F<p)(«) ’ 


On obtiendrait de la meme maniere les valeurs de B, 64, B,, . . . , C, Cj, 


Cj, — II est essentiel d’observer que la premiere des formules (22) 
donne pour la constante A une valeur egale a celle que regoit la frac- 


tion 


(o’ — f(ir) 

F(il 


quent egale a 
Ch. XI (').] 


f(a) 

?(«)’ 


quand on y suppose x = a, et par conse- 
\^Voir, pour plus de details, V Analyse algebrique , 


( OEuvres de Cauchy^ S. II , T. Ill, p. 3o‘2. 


16 


OEavres de C. — S. II, IV. 
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CALCUL INTfiGRAL. 


VINGT ET HNIlME lECON. 

INTfiGnALES DfiFINlES. 


Supposons que, la fonction y — f{x) etant, continue par rapport a 
la variable x ontre deux limites finies x — x„, x — X, on d^signe 

par a?,, x., de nouvelles valours de x interposees entre ces 

limites, et qui aillent toujours on croissant ou en decroissant depuis 
la premiere limite jusqu’a la seconde. On pourra se servir do ces 
valeurs pour diviser la difference X — on elements 

(1) JJi — ^ 0 . aJa— J?,. .ra— .r,, X — 

qui seront tous de meme signe. Cela pose, conccvons que Ton mnl- 
tiplie chaque element par la valeur de f{x) correspondante a I’on- 
gine do ce meme element, savoir I’element x^ — x^ par f(x), I’ele- 
ment x^ — Xt par /(a;,), ..., enfin I’element X — par /(a7„_,); 
et soit 

( 2 ) S — ( Xd) /{Xo) 4- (Xa — X, ) 4- . . . 4- (X — ) y(x„_| ) 

la somme des produits ainsi obtenus. La quantite S dependra evidem- 
ment : 1 “ du nombre n des elements dans lesquels on aura divise la 
difference X — x^; 2 .° des valeurs memes de ces elements et, par con- 
sequent, du mode de division adopte. Or il importe de remarquer 
que, si les valeurs numeriqiies des elements deviennent tres petites 
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et le nombre n tres considerable, le mode de division n’aura plus sur 
la valeur de S qu’une influence insensible. C’est, effectivement, ce 
que Ton pent demontrer comme il suit. 

Si I’on supposait tous les elements de la difference X — a?,, reduits 
a un seul qui serait cette difference elle-meme, on aurait simplement 

l 3 ) Sr= (X — 

Lorsque, au contraire, on prend les expressions (ij pour elements 
de la difference X — la valeur de S, determinee dans ee cas par 
Tequation ( 2 ), est 6gale a la somme des elements multipliee par une 
moyenne entre les coefficients 

/{•^o)> S •••» /(-e/i— 1) 

1 2 w>, dans les preliminaires du Cours d’ Analyse, le corollaire du theo- 
rbme III (')j. D’ailleurs, ces coefficients etant des valeursparticuli'eres 
de I’expression 

/[a?„ -1- 9 (X — j;.,;] 

qui correspondent a des valeurs de 6 comprises entre zero et I’unite, 
on prouvera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous 
avons fait usage dans la septieme Legon, que la moyenne dont il 
s’agit est une autre valeur de la meme expression, correspondante 
a une valeur de 6 comprise entre les memes limites. On pourra done 
a I’equation ( 2 ) substitucr la suivante 

( 4 ) S~(X- a;o)/[x„ 4 - 6 (X — jTu)], 

dans laquelle 0 sera un nombre inferieur a I’unite. 

Pour passer du mode de division que nous venons de considerer a 
un autre dans lequel les valeurs numeriques des elements de X — a;,, 
soient encore plus petites, il sulfira de partager chacune des expres- 
sions ( 1 ) en de nouveaux elements. Alors on devra remplacer, dans 
le second membre de Tequation ( 2 ), le produit (a;, - par 


(^) OEmres de Cauchy ^ S. 11 , T, lU, p. 28. 
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line somme de produits scmblables, a laqnelle on pourra siibstituer 
une expression de la foi’ine 

9(j etant un nombre inferieur a I’unite, attendu qu^il y aura entre cette 
somme etle produit (x, - x,)/(x^) une relation pareille a celle qiii 
existe entre les valeurs de S fournies par les equations (4) et (3). 
Par la meme raison, on devra substitucr au produit (a?o 
une somme de termes qui pourra etre presentee sous la forme 

0, designant encore un nombre inferieur a I’unite. En continuant de 
la sorte, on finira par conclure que, dans le nouveau mode de divi- 
sion, la valeur de S sera de la forine 

/ S = (J7i — iro)/[a;o-+-0o(-»i — 

( -e (X — ( X — •»«-!)]• 

Si I’on fait dans cette derniere equation 

yC‘^0 H" ^0 (^1 ^o)J “7^1 ^o) — *()» 

f[x,-h Xt)]—/(Xi) ± Si, 


y [^n-l~e 1 (X — J'n— l)] — yc^n— I ) ^ £«-l> 

on en tirera 

j S = (X, — Xo) l/(x„)±s„] -h [/(x,)± £i] +. . . 

I -I- tX — ) [y(-r«_i ) S/j-1 ], 

puis, en developpant les produits, 

( — J7o)y(j5o)'^'(^S — "Vi) )-|-..-H-{X f { ) 

(7) } 

I ±e^(Xi—Xo)±:si(Xt—Xi^)±...±c,t~i{X. — 

Ajoutons que, si les elements x, — ar„, x, — x,, ..., X — a:„_, ont 
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des valeurs numeriques tres petites, chacune des quantites ±eo, 
=t dz differera tres peu de zero, et par suite il en sera 

de meme de la somme 

±£ 9(^1 — a!o) ±£i(a;j— a;,)±:...±:£„_,(X — 

qui est 6quivalente au produit de X — a?,, par une moyenne entre ces 
diverses quantites. Cela pose, il results des equations (2) et (7) com- 
parees entre elles qu’on n’alterera pas sensiblement la valeur de S 
calculee pour un mode de division dans lequel les elements de la dif- 
ference X — ont des valeurs numeriques tres petites, si Ton passe 
a un second mode dans lequel chacun de ces elements se trouve sufa- 
divise en plusieurs autres. 

Concevons a present que Ton considers a la fois deux modes de 
division de la difference X — ajj, dans chacun desquels les elements 
de cette difference aient de tres petites valeurs numeriques. On 
pourra comparer ces deux modes a un troisieme tellement choisi 
que chaque element, soit du premier, soit du second mode se trouve 
forme par la reunion de plusieurs elements du froisi&me. Pour que 
cette condition soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de x, 
interposees dans les deux premiers modes entre les limites X, 
soient employees dans le troisieme, et Ton prouvera que Ton altere 
trfes peu la valeur de S en passant du premier ou du second mode 
au troisieme, par consequent en passant du premier au second. 
Done, lorsque les elements de la difference X — x^ deviennent infini- 
ment petits, le mode de division n’a plus sur la valeur de S qu’une 
influence insensible; et, si Ton fait decroitre ind6finiment les valeurs 
numeriques de ces elements, en augmentant leur nombre, la valeur 
de S finira par etre sensiblement constante ou, en d’ autres termes, 
elle finira par atteindre une certaine limite qui dependra uniquement 
de la forme de la fonction f(x) et des valeurs extremes x^, X attri- 
buees a la variable x. Cette limite est ce qu’on appelle une integrate 
dijinie. 

Observons maintenant que, si Ton designe par Lx = h — dx un 
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accroissement fini attribue a la variable x, les dilferents termes dont 
se compose la valour S, tels que les produits 

seront tous compris dans la formule generale 

(8) hf{x)~f{x]dx, 

de laquelle on les deduira I’un apres I’autre, en posant d’abord 




On peut done enoncer que la quantite S est une somme de produits 
semblables a Texpression (8), co qu’on exprime quelquefois a I’aidi^ 
de la caracteristique S, en ecrivant 


(9) 




Quant a I’integrale definic vers laquelle converge la quanlite S, tandis 
que les elements de la difference X — a?,, deviennent infiniment petits, 
on est convenu de la representer par la notation / hf{x) o\iJ f{c^ dx, 
dans laquelle la lettre J, substituee a la Icttre S, indique, non plus 
une somme de produits semblables a 1 expression (8)j mais la limife 
d’une somme de cette espece. De plus, comme la valeur de I’integrale 
definie que Ton considere depend des valeurs extremes x^,, X attri- 
butes a la variable x, on est convenu de placer ces deux valeurs, la 
premiere au-dessous, la seconde au-dessus de la lettre J , ou de les 
ecrire a cote de I’integrale, que Ton designe en consequence par Tune 
des notations 


(lo) J^ f{x)dx, , y — X 


La premiere de ces notations, imaginec par M. Fourier, est la plus 
simple. Dans Ic cas particulier ou la fonction/Lr) est remplacee par 
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line quantite constante a, on trouve, quel que soit le mode de divi 
sion de la difference X — x^. 


et Ton on conclut 

I") 


S = «(X — x„). 



a dx ~ <7 ( X — 


x„). 


Si, dans cette derniere formule, on pose a = i, on en tirera 
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VINfrT-DEUXIEME LECON. 

FORMELES POUR LX DfiTERMINATION DES VALEURS EXACTES OU APPROCHtilES 
DES INTEGRALES DEFINIES. 


D’apres ce qui a ete dit dans la derniere Leqon, si Ton divise X — a7o 
en elements infiniment petits x, — iv„, — X— la 

somme 


(l) S = (a-, — + {Xi — Xi) f{Xi) ^ . . . + {X — x„-i) /(■■Tn-i) 
convergera vers une limite representee par I’integrale defmie 



Des principes sur lesquels nous avons fonde cette proposition, il 
resulte qu’on parviendrait encore a la meme limilc si la valour de S, 
au lieu d’Mre determinee par I’equation (i), etait deduite de formules ' 
seinblables aux equations (5) et (6) (vingt et unieme Leqon), c’est- 
a-dire si Ton supposait 

I S = (a?! ®o) .^[®0 "t" (^1 '*o)l 

(3) < +(a:2— a;i)/[a;,+ 0,(ar2 — Xi)]+... 

( + (X ^B-l) + S/!-l (X Xn-i)]) 

Oo, 0,, 6„_| designant des nombres quelconques inferieurs a 

I’unite, OU bien 


(4) 


S = (a?! — a?o) [/(a;o) ±8o] + {x^— Xj) [/(a?,) ±ei] + . . . 

+ (X — a:„_i) [/(a^B-i) ±8«-iJ, 


e„, £,, .... £„_, designant des nombres a'ssujettis a s’evanouir avec 
los elements de la difference X — x„. La premiere des deux formules 
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precedentes se rMuit a I’equation (i), lorsqu’on prend 

“ ■ • • — ^n~l — O' 

Si Ton fait, au contraire, 
on trouvera 

Lorsque, dans cette derniere formule, on eehange entre elles les deux 
quantites a;,,, X, ainsi que tous les termes places a egales distances 

des deux extremes dans la suite oJo, a?, X, on obtient une 

nouvelle valeur de S egale, mais opposee de signe, a celle que fournit 
I’equation (i). La limite vers laquelle convergera cette nouvelle valeur 
de S devra done etre egale, mais opposee de signe, a I’integrale ( 2 ), de 
laquelle on la deduira par I’echange muluel des deux quantites ajo, X. 
On aura done gen^ralement 

(6) C f{x)da:=z— C f{x)dx. 

On emploie frequemment les formules (i) et (5) dans la recherche 
des valeurs approchees des integrales definies. Pour plus de simpli- 
cite, on suppose ordinairement que les quantites a;„, . . . , X 

comprises dans ces formules sont en progression arithmetique. Alors 
les elements de la difference X — ajo deviennent tous egaux a la frac- 
tion - — - — et, en designant cette fraction par i, on trouve que les 
equations (i) et (5) se reduisent aux deux suivantes : 

(7) s = j[/(«'o) +/(^o-i- 0 -+-/(^o-+-20 . .-i-/(X — 21) -h/(x — 1)]> 

(8) S = j[/(a!oH- i) +/(a!o+20 -H. . .+/(X— 21 ) +/(X— t) +/(X)]. 

On pourrait supposer encore que les quantites x^, x^, ..., x^-i, X 
forinent une progression gdometrique dont la raison differe tres peu 

i 

— ) = I -+• a, on 

tirera des formules (i) et (5) deux nouvelles valeurs de S, dont la 

OEuvres de C, — S. U, t. IV. ^7 
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premiere sera 

( 9 ) S = «|j;o/{a;o) + ' 3 ^o(H-«)/[^»o(' + a)] 7 :^ /(t^) I' 


II est essentiel d’observer que, dans plusieurs cas, on pent deduire 
des equations (7) et (9), non seulcment des valeurs approchees de 
I’integrale (2), mais aussi sa valeur exacte on limS. On trouvera, par 
exemple, 


(10) 


(lO 


(12) 


li^^ (X-^o)(X + .ro-0 ^1ir^^ X»-^g ^ X^-^g 
2 2 H- OC 2 




/ X dx~ 

dx, 

ir 

I j dxz=z 


A‘— I 


lA 


9X _ 


( 14 - I a 4 - 1 


C'^dx ,X 

4 ^ 


la derniere ^nation devant etre restreinte au cas ou les quantites a;„, 
X sont affectees dn meme signe. Ajoutons qu’il est souvcnt facile de 
ramener la determination d’une integrate definie a celle d’une autre 
integrate de meme espece. Ainsi, par exemple, on tirera de la for- 
mule (i) 


(i 3 ) r-" 


jT a(i){is)dx =lima[(. 2 :j— a?o)ip(j;o)+---+(X — «„_,)(p{27„_,)] 

— a I (^[x)dx, 

I f /(a; + a) (3?x = lim [(a?! — aJo ) /■(aJo -H a) + . . . + ( X - ) /( -h a )1 

= / /(«) 

*^0*0 -l-« 

(i5) f f{x-a)dx=f f{x)dx, f = T ^ = 1- 


X.-a 


Xq— a 
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la derniere equation devant etre restreinte au cas ou a;,, — « <?t X — a 
sont des quantites affectees du meme signe. De plus, on tirera de la 
formule (8), en posant a;, = o et rempla^ant f{x) par /(X — x), 


i6) 


r/(X-a;)rfa- = Iimj[/(X~i)+/(X-20+.-.+/(20-t-/(0+/(o)] 

X 

~ ^ f(.x) dXf 
do 

puis on en conclura, en ayant egard a I’equation (i4), 


(17) 


f f{X-a:)dx= f f(s-i-a;o)dx=f f{x)dx. 
Jo Jo dx-. 


Enfm, si dans la formule ( 9 ) on pose 




et 


1(H- oi) — Pi 


on en tirera 


<■** £ 


dx r ./if ^ t 




■ix-p; (3 


eP— I _ dx . 

' T'~L ~~ 


jX 


les quantites X devant etre positives et toutes deux superieures 
ou toutes deux inferieures a Tunite. 

Une remarque importante a faire, c’est que les formes sous les- 
quelles se presente la valeur de S, dans les equations (4) et (5) de la 
LeQon precedente, conviennent egalement a I’integrale ( 2 ). En effet, 
ces Equations subsistant Tune et I’autre, tandis que I on subdivise ou 
la difference X — x^, ou les quantites x, — Xo, x^ — Xt , . . . , X — x^-i 
en elements infiniment petits, seront encore vraies a la limite, en 

sorte qu’on aura 


('9) 

et 

(20) 


I fCx)dx=:^(^ — x:Q)f[xQ+0{X — Xf^)] 

f f{x) dx ■= {Xi — Xo) /IXq + do{Xi^ Xq)] 

^ 1 ) f[Xi -h 01 (^2“ ^’1 )] + • • ' 

+ ( X - (X - )l 
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6, 00, 0 0„_, designant des notnbres inconnus, mais tous infe- 

rieurs a I’unite. Si, pour pius de simplicite, on suppose les quan- 
tiles a;, — iUo. 372 — a;,, X — a:„_, egales entre elles, alors, en 

Y QQ 

faisant i — -> on trouvera 

n 

(2i) r /(«)c?a: = {[/(iiJo-H +. . .4-/(X — J-t- 

Lorsque lafonction fix) esttoujours croissante ou toujours decrois- 
sante depuis x — x^ jusqu’a a7 = X, le second membre de la for- 
mule (21) reste evidemment compris entre les deux valeurs de S 
fonrnies par les equations (7) et (8), valeurs dont la diflPerence est 
±:j[/(X) — Par consequent, dans cette hypothese, en pre- 

nant la demi-somme de ces deux valeurs, ou I’expression 

( *[s ~t"/('27o+ 0 -(-/(aJo-f - 2 j) -t-. . . 

! H-/(X — 2 /) -|-/(X — O + a/CX)], 

pour valeur approchee de Tintegrale (21), on commet une erreur 
plus petite que la demi-difference ± ^[i/CX) — 2-/(a7o)]. 

Exemple, — Si Ton suppose 

«o=0, X=:l, i=\. 


I’expression (22) deviendra 




En cons^uence, 0,78 est la valeur approchee de I’inte 



dx 

I -h x^ 


L’ erreur commise dans ce cas ne pourra surpasser — {) = Elio 
sera effectivement au-dessous de 7^, comme nous le verrons plus tard. 

Lorsque la fonction fix) est tantot croissante et tantot decroissante 
entre les limites x = x^, x = 1 ^., I’erreur que Ton commet, en prenant 
une des valeurs de S fournies paries equations (7) et (8) pour valeur 
approchee de Tintegrale (2), est evidemment inferieure au produit de 
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m = X — par la plus grande valeur numerique que puisse obtenir 
la difference 

quand on y suppose x comprise entre les li mites X et Aa; entre 
les limites o, i. Done, si Ton appelle k la plus grande des valeurs 
numeriques que revolt f{x), tandis que x varie depuis x = x„ jus- 

qu a a? = X, 1 erreur commise sera certainement renfermee entre les 
limites 

ki(^ Xf)), + A*j(X — Xf)), 
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VIN&T-TROISIEME LECON. 


DfiCOJIPOSmON D’uNE INTISGRALE DSFINIE EN PLDSIEURS AUTRES. INTRGRALES D6FINIES 
IMAGINAIRES. REPRESENTATION GEOMETRIQDE BES INTEGBALES DEFINIES REELIES. 
BfiCOMPOSITION DE LA FONCTION SOUS LE SIGNE J' ETH DEUX FACTEORS DONT L’CN 
CONSERVE TOUJOCRS LE MEME SIGNE. 


Pour diviser I’integrale definie 


(I) 



en plusieurs autres de meme esp6ce, il soffit de decomposer en plu- 
sieurs parties ou la fonction sous le signe J, ou la difference X — ajo- 
Supposons d’abord 

/('») = ?(«’) + x(^)-+- 4' (^) 

on en conclura 

{Xf — Xa) /(ajj) + . . (X — ^a—l) 

Z= {Xi~Xo) (p(aJo) +. . (X— .Tn-i) (p(a?„_i) 

+ (a^i — ^o) xC'^o) "l“ - • (X ^n—i) 3C ('*«•'• ) 

4- (a?,— a^o)'l'(^o)+- • .+ (X — a;„_,)i|/(a:„_,) + - . - , 


puis, en passant aux limites, 



De cette dernifere formule, jointe a I’equation (i3) (vingt-deuxifeme 
Legon), on tirera, on designant par u,v,w,... diverses fonctions de 
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la variable x, et par a,b,c, ... des quantiles eonstantes 

( 2 ) r {u -h iv -h . . ,)dx= f ud.v + f V dj: -h f wdx -h. ^ 

( 3 ) / {u-hv)dx=l icd^-f-l vdx, I iidx — j 

(4) f [au-]r cw dxz=ia f udx + h r\ dx c f wdx — 

J3*. 


Lorsqu’on etend la definition qaenousavons donnee de Tintegrale (i) 
au cas oil la fonction f(x) devient imaginaire, Tequation (4) subsiste 
pour des valeurs imaginaires des eonstantes a, by e, — On a, par 
suite, 


(5) 


1^ (u -i- v\/— i) dx= f iidx-i- 





Supposons maintenaat que, apr'es avoir divise la difference X — arj, 
en un nombre fini d’elements representes par x, — Xg,Xi — x,, ..., 
X — x„.i, on partage chacun de ces elements en plusieurs autres dont 
los valeurs numeriques soient infiniment petites, et que Ton modifie 
en consequence la valeur de S fournie par I’equation (i) (vingt- 
deuxibme Le^on). Le produit (x, - x^) f{x,) se trouvera remplace 
par une somme de produits semblables qui aura pour limite I’inte- 

grale / f{x)dx. De meme, les produits {x„_ — x^)f{x^), ..., 
(JL — Xn-\)f{Xa-\) seront remplaces par des sommes qui auront 
pour limites respectives les integrales definies j /(®) > 

X * 

y f{x)dx. D’ailleurs, en reunissant les diflTerentes sommes dont il 

s’agit, on obtiendra pour resultat une somme totale dont la limite sera 
precisement I’integrale (i). Done, puisque la limite d’une somme de 
plusieurs quantiles est toujours equivalente a la somme de leurs 
limites, on aura generalement 


( 6 ) f f{x)dx=f /(x)dx+f /(x}dx-i-...-h f/(^)dx. 
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II est essentiel de se rappeler que Ton doit ici attribuer au nombre 
entier n une valour finie. Lorsqu’entre les limites X on interpose 
line seule valeur de x representee par I’equation (6) se reduit a 

(7) { f{x)dxz=C f{x)dx-hf f{x)dx. 


II est facile de prouver que les equations (6) et (7) subsisteraient 
dans le cas meme ou quelques-unes des quantites a?,, a;,, . . . , x„^^, ^ 
cesseraient d’etre comprises en tre les limi tes x^ , X, et dans celui oii les 
differences — a?„, iCj — as,, . . . , X — a;„_,, \ — as^, X — ^ ne seraient 
plus des quantites de meme signe. Admettons, par exemple, quo les 
differences ^ — aso, X — ^ soient de signes contraires. Alors, suivant 
qu’on supposeraasg comprise entre \ etX, ou bien X comprise entre.r„ 
et on ti'ouvera 


ou bien 



dx 


dx. 


Or, la formule (6) de la vingt-deuxieme Legon suffit pour m'ontrer 
comment les deux equations que nous venons d’obtenir s’accordent 
avec I’equation (7). Cette derniere etant etablie dans toutes les hypo- 
theses, on pourra en deduire directement I’equation (6), quelles que 
soient a;,, x^, . a;„_,. 

On a vu, dans la Logon precedente, combien il etait aise de trouver, 
non seulement des valeurs approchees de I’integrale (i), mais aussi 
les limites des erreurs commises, lorsque la fonction /(a?) est tou- 
jours croissante ou toujours decroissante depuis x = x^ jusqu’a 
a; = X. Quand cette condition cesse d’etre satisfaite, on pent evidem- 
ment, a I’aide de la formule (6), decomposer I’integrale (1) en plu- 
sieurs autres, pour chacune desquelles la meme condition soit rem- 
plie. 

Concevons a present que, la limite X etant superieure a as#, et la 
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fonction f{x) etant positive depuis x = x^ jusqu’a x = Ji, x, y 
designent des coordonnees rectangulaires, et A la surface comprise 
d’une part entre I’axe des x et la courbe j = d’autre part entre 
les ordonnees /(X). Cette surface, qui a pour base la lon- 

gueur X — iTj comptee sur I’axe des x, sera une moyenne entre les 
aires des deux rectangles construits sur la base X — avec des hau- 
teurs respectivement egales a la plus petite et a la plus grande des 
ordonnees elevees par les differents points de cette base. Elle sera 
done equivalente a un rectangle construit sur une ordonnee moyenne 
representee par une expression de la forme /[ir„-t-0(X — a^o)]; en 
sorte qu’on aura 

(8) A = (X — r X())y[ar|)-4- 0(X 

6 designant un nombre inferieur a I’unitA Si Ton divise la base 
X — en elements tres petits, x^ — x^, x^ — x^, .... X — la 
surface A se trouvera divisee en elements correspondants dont les 
valeurs seront donnees par des equations semblables a la formule ( 8 ). 
On aura done encore 

[ (a:i — So(^i — a:,)] + (^2 — 

(q) 

( + (X — Xn—i)f\_Xn^i + (X 

60 , 6 ,, designant des nombres inferieurs a I’unite. Si dans 

cette dernibre equation on fait decroitre .indefiniment les valeurs 
numeriques des elements de X — a;,, oft en tirera, en passant aux 
limites, 



Exemples, — Appliquer la formule (lo) aux courbes y = ax^, 

XY = i,y = e‘‘, .... 

En terminant cette Le<jon, nous allons faire connaitre une pro- 
priety remarquable des integrales definies reelles. Si 1 on suppose 
/(£t) = (p(a:)x(a?). ®(ic) etant deux fonctions nouvelles qui 

restent I’une et I’autre continues entre les limites a? = x^, a; = X, et 

i8 


OEiivres de C. — S. II, t. IV* 
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dont la seconde conserve toujours le meme signe entre ces limites, la 
valeur do S donnee par I’equation (i) de la vingt-deuxifeme Lecon 
deviendra 


S = (a7i — a7 o)?(' 2?o)x(-^«^o) 


et sera equivalente a la somme 


(«j — a?o ) ) + (■2?2 — ) X(^i )•+••••+( X — a?„_, ) X ) 

multipliee par une moyenne entre les coefficients <p(a;„), «p(ir,), . . . , 
on, ce qui revient au menae, par une quantite do la forme 
(p(^), \ designant une valeur de x comprise entre et X. On aura 
done 

( 12 ) S = [(a;, — a?„)x(a7o) + (a?j — a?, )x(a;i) +•••-+- (X — a^„_,)x(^«-i)]<p(0. 
et Ton en conclura, en cherchant la limite de S, 


(i3) f f{x)dx = f <p{x)x{x)dx—<f(^) f x{x)dx. 


I designant toujours une valeur de x comprise entre x^ et X. 
Exemples. — Si Ton prend successivement 


X{x)-=i, xi^)=^> = 

on obtiendra les formules 


(14) f fix)dx=/a) f^dx = {X-x,)/{i), . 
*^■^0 *1^0 

(16) fy(x)dx = (^-a)/a-a) 


X-a 


X — a 


.'Tq — (2 
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dont la premiere coincide avec I’equation (19) de la vingt-deuxieme 
Lecon. Ajoutons que le rapport dans la seconde formule, et le rap- 

X — Cl 

port dans la troisieme, doivent etre censes positifs. 

^ 0 — ^ 
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VIN&T-QUATRIEME LEGON. 

PES INTfiGRALES DfiFINlES DONT LES VALECRS SONT INFINIES OU INDfiTERMINfiES. 
VALEUIIS PRINGIPALES DES INTfiGRALES INDfiXERMINfiES. 


Dans les Lemons precedentes, nous avons demonlrc plusieurs pro- 
prieles remarquables de I’integrale definie 



mais en supposant : i“ que les limites x^, X etaicnt des quantitos 
iinies, 2 ° que la fonction f{x) demeurait finie el continue entre cos 
memos limites. Lorsque ces deux especes dc conditions se trouvent 
remplies, alors, en designant para;,, x^, .... a;,,., dc nouvelles 
valeurs de x interposees entre les valeurs extremes a?,, X, on a 



Quand les valeurs interposees so reduisent a deux, Tune tres pen 
differente de a;,, el representee par I’autre tres pcu differentc de X, 
ct representee par I’equation ( 2 ) devient 


j f{x)dx=j f[x)dx- 

J'o ^’0 


-j'/{X)dx+ j^f{x)dx. 


et peut s’ecrire comme il suit : 

f{x) dx = (?„- x,)f[x,-{- 9o(?o- a;„)] +J' /(x)dx + (X -?)/[? + ^(X - ^)], 


0„ 0 designant deux nombres inferieurs a I’unite. Si, dans la dcrniere 
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formule, on fait converger vers la limite et ^ vers la limite X, on 
en tirera, en passant auxlimites, 


(3) 



dx=.l\m^ f{x) 


clx. 


Lorsque les valeurs extremes x^, X deviennent infinies, ou lorsque 
la fonction /(a;) ne reste pas finie et continue depuis x = x^ jus- 
qu’a a; = X, on ne peut plus affirmer que la quantite designee par S 
dans les Legons precedentes ait une limite fixe, et par suite on ne voit 
plus quel sens on doit attacher a la notation (i) qui servait a repre- 
senter generalement la limite de S. Pour lever toute incertitude et 
rendre a la notation (i), dans tons les cas, une signification claire’ et 
precise, il suffit d’etendre par analogic les equations ( 2 ) et (3) aux 
cas meme oil elles ne peuvent plus Mre rigoureusement demontrees. 
G’est ce que nous allons faire voir en quelques exemples. 

Considerons, en premier lieu, I’integrale 


(4) 



dx. 


Si Ton designe par et \ deux quantiles variables, dont la premifere 
converge vers la limite — 00 , et la seconde vers la limite qo, on tirera 
de la formule (3) 



e* eta? = lira J dx = \\ra{e^- 


•e5.) 


e" — 


C30. 


Ainsi, I’integrale (4) a une valeur infinie positive. 
Considerons en second lieu I’integrale 


( 5 ) 



prise entre deux limites dont Tune est infinie, tandis que I’autre rend 
infinie la fonction sous le signe f, savoir -• En designant par et ^ 
deux quantit^s positives, dont la premiere converge vers la limite 
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zero, et Ja seconde vers la limite qo, on lirera de la formule (3) 



djc H 1 00 

— = lim 1 ^ = 1 — = 00 , 

X Co o 


Ainsi I’integrale (5) a encore une valeur infmie positive. 

II esl essentiel d’observer que, si la variable a; et la fonction/(a;) 
restent finies Tune et I’autre pour une des limites de I’integrale (i), 
on pourra reduire la formule (3) a Tune des deux suivantes : 

( 6 ) £y{x)dx = \im 1'^ fix)dx, £ f{x)dx — lim £f{o:^)dx. 

On lirera en particulier de ces dernieres 


( 7 ) 


f 6== dx = e^—e-’° = 1, f = — e»=< 

*^0 ^ 


r dx . r — 11 

/ — =lo = — 00, / — =4 

^ ‘/o'* 


00 . 


Considerons maintenant I’integrale 


( 8 ) 



dx 


dans laquelle la function sous le signe J , savoir devient infinie 
pour la valeur particuliere a; = o comprise entre les limites a? = — i , 
a; = -H I. On tirera de la formule ( 2 ) 


(9) 


r^'dx_r''dx f^dx_ 


00 00. 


La valeur de I’integrale (8) parait done ind^terminee. Pour s’assurer 
qu’elle I’est effectivement, il suffit d’observer que, si Ton designe 
par £ un nombre infiniment petit, et par p., v deux constantes posi- 
tives, mais arbitraires, on aura, en vertu des formules (6), 


(lo) 
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Par suite, la formule (9) deviendra 



et fournira pour I’integrale (8) une valeur complfetement indeter- 
minee, puisque cette valeur sera le logarithme neperien de la con- 
stante arbitraire -• 

V 

Concevons a present que la fonction f{sc) devienne infinie entre 
les limites x = re = X, pour les valeurs particulieres de x repre- 
sentees par Xf, x^, Si Ton designe par z un nombre infini- 

ment petit, et par [a,, v,, ix,, v,, des constantes positives, 
mais arbitraires, on tirera des formules (2) et ( 3 ) 



Si les limites x„, X se trouvaient elles-memes remplacees par — x 
et -h X, on aurait 



[X, V designant deux nouvelles constantes positives, mais arbitraires. 
Ajoutons que, dans le second membre de la formule (i 3 ), on devra 
r^tablir X a la place de ^ ou a;, a la place de — — » si des deux quan- 
tites «(,, X une seule devient infinie. Dans tous les cas, les valours 
des integrales 



deduites des equations (12) et (i 3 ), pourront etre, suivant la nature 
de la fonction/(ar), ou des quantiles infinies, ou des quantiles finies 
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et deteminees, ou des quantiles indeterminees qui dependronl des 
valeurs attribuees aux constantes arbitraires (x, v, [a,, v,, . . . , [a,„, v,„. 

Si, dansles formules(i 2 ) et(i3), on reduit a I’unite les constantes 
arbitraires [a, v, p.,, v,, . . . , [a,„, v,„, on trouvcra 


•/vi+E J 

n-^r ^ — % nXa £ I 

(r6) / /(a;) eta; = lim / J{x)dx+l f{x)dx + ...-i-j f{x)d.v I 

d~^ d 1 •'.V,+ S ‘/I'm+S I 


Toutes les fois quo les integrales (i4) deviennent indeterminees, les 
^ualions (i5) ct (i6) no fournissent pour chacune d’elles qu’unc 
valeur particuliere a laquclle nous donnerons le nom de I'ak.ur prin- 
cipale. Si Ton prend pour exemple I’integrale (8) dont la valeur gene- 
rale cst indeterminee, on reconnaitra quo sa valeur principale so 
reduit a zero. 
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VIN&T-CINQUIEME LEgON. 

INT^GRALES D£FINIES SINGnitllRES. 


Concevons qu’une integrale relative a x, et dans laquelle la fonc- 
tion sous le signe J" est designee par /(oc), soit prise entre deux 
limites infiniment rapprochees d’une certaine valeur particuliere a 
attribuee a la valeur x. Si cette valeur a est une quantite finie, et si 
la fonction /(a?) reste finie et continue dans le voisinage de a; = a, 
alors, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxifeme Legon), I’integrale 
proposee sera sensiblement nulle ; mais elle pourra obtenir une valeur 
finie dififerente de zero, ou m^me une valeur infinie, si Ton a 


(2 =±00 OU bien /(a)z=ztoo. 

Dans ce dernier cas, I’integrale en question deviendra ce que nous 
appellerons une . integrale difinie singulUre. II sera ordinairement 
facile d’en calculer la valeur a I’aide des formules (i 5 ) et (16) de 
la vingt-troisieme Legon, ainsi qu’on va le voir. 

Soient z un nombre infiniment petit et [a, v deux constantes posi- 
tives, mais arbitraires. Si a est une quantite finie, mais prise parmi 
les racines de I’equation fix') = ± oo, et si f designe la limite vers 
laquelle converge le produit {x — a) f{x), tandis que son premier 
facteur converge vers zero, les valeurs des integrales singuliferes 


/ fix)dx, I f{x)dx 

t/rt — E ♦-'a + EV 
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seront a tres peu pres [en vertu de la formulc (i6), vingt-troi- 


sieme Leqon] 


(I) 

^a-ev 

da — S 

( 2 ) 

-a+6 j 


Si Ton suppose au contraire a = ±<x>, en appelant f la limite vers 
laquelle converge le produit x/(x), tandis que la variable x con- 
verge vers la limite =fcoc, on aura sensiblement [vingt-troisifeme Lecon, 
equation (i5)] 

1 

(3) /. f{ijo)dco = fift, 

""ip: 

(4) jT /(®)cfa; = flj- 


11 est essentiel d’observer que la limite du produit l^x — a)f{x) oii 
X f{x) depend quelquefois du signe de son premier facteur, Ainsi, 

par exemple, le pwduit a;(a;=-i- converge vers la limite -+- 1 ou 
— I, suivant que son premier facteur» en s approcliant do zero, reste 
positif ou negatif. 11 suit de cette remarque que la quantite designee 
par f change quelquefois de valeur dans le passage de I’equation (i) 
a I’^uation (2), ou de I’equation (3) k I’equation (^). 

La consideration des integrates definies singulibres fournit le moyen 
de calculer la valeur generate d’une integrale indeterminee, lorsqu’on 
connait sa valeur principale. En effet, soit 



I’integrale dont il s’agit, et concevons que, en admettant les notations 



CALCUL INTEGRAL, 
de la LeQon precedente, on fasse 

» <3^1 **" EfLl — £{Jia 


IW 


(6) E= / f{x)dx-\- j f{x)dx-^,.,~ 

‘/ti+SV, 

( 7 ) f{x)dx~Jr f /{x)dx -i-. . 


■ C f{ ^ ) ^^9 

SVflj 

f ■ /(^) 


Soient, en outre, A = limE la valeur generale et B = limF la valeur 
prlncipale de I’integrale (5). La difference A — B = lim(E — F) sera 
equivalente a la somme des integrales singulieres 


( 8 ) 



dx, 


/ /(^) 

X a*s-efi.a 

/(®) 

I— e 


dx, 

dx, 




-^m+ev™ 


f{x)dx. 


c’est-a-dire a la limite dont s’approche la somme des integrales (8), 
tandis que £ decroit indefiniment. De plus, si Ton designs par f,, 
fa, . . . , f^ les limites vers lesquelles convergent les produits 

{a; — xi) f{x), {x — Xi)f{x), ..., {a! — x^)f{x), 

tandis que leurs premiers facteurs convergent vers zero, et si ces 
limites sont independantes des signes de ces premiers facteurs, on 
trouvera que la somme des integrales (8) se reduit sensiblement a 


( 9 ) 


fulfil 

Vi Va 




Lorsqu’on a a?, = ou X, la difference A — B comprend une 
integrals singulibre de moins, savoir la premifere ou la derniere dps 
integrales (8). 
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Lorsqu’on suppose — eo, X = + oo, les equations (6) et( 7 ) 
doivent etre remplacees par celles qui suivent : 


Xi—Slli — S[1.2 

(lo) E— f / f (x)dx -h I fix) 

1 




SJJ. 


(n) F= T' ' f(x)da!+ f ‘ fix)dx^...+ f fix)dx. 

J 1 


Dans la meme hypothfese, il faut aux integrales ( 8 ) ajouter les deux 
suivantes 


( 12 ) 


/ e 

fix)dx, j fix)dx, 


e[i. 


dont la somme sera sensiblenxent equivalente a I’expression 


si Ic produit x fix) converge vers la limito f, tandis que la variable x 
converge vers Tune des deux limites — qo, -t- co. Si une seule des 
deux quantitcs ^Cq, X devenait infinie, il ne faudrait conserver dans 
la difference A — B qu’une seule des integrales (12). 

Lorsque pour des valeurs infiniment petites de e, et pour des valeurs 
finies ou infiniment petites des coefficients arbitraires p., v, , . . . , 
Vto, les integrates singulibres ( 8 ) et (12), ou du moins quelques- 
unes d’entre elles, obtiennent ou des valeurs infinies, ou des valeurs 
finies, mais differentes de zero, les integrales 



sont evidemment infinies ou indeterminees. C’est ce qui arrive toutes 
les fois que les quantites f,, .... ne sont pas-simultanement 

nulles. Mais la reciproque n’est pas vraie, et il pourrait arriver que, 
ces quantites etant nulles toutes a la fois, les integrales ( 8 ) et (12), 
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ou dll moins quelques-unes d’entre dies, obtinssent des valeurs finies 
differentes de zero pour des valeurs infiniment petites des coeffi- 
cients p,, V, p.,, V,, p.„, Ainsi, par exemple, si Ton prend 

/(^) = le produit cc f{x) s’evanouira pour a; = o, et cependant 

I’integrale singulide 



cessera de s’evanouir pour des valeurs infiniment petites de v. 

Lorsque les integrates singulieres comprises dans la difference A— B 
s’evanouissent loutes pour des valeurs infiniment petites de t, quelles 
que soient d’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuees 
aux coefficients p., v, p.,, p.„„ v„j, on est assure que la valeur 

generate de I’integrale ( 5 ) se reduit a une quantite finie et deter- 
minee. Soit en effet, dans cefte hypotbbse, S un nombre tres petit, 
et supposons e choisi de manifere que, pour des valeurs de p., v, p,, 
p,„, Vto inferieures al’unite, chacune des integrates ( 8 ) et (12) 

ait une valeur numerique inferieure a 0. La valeur approchee 

de B, representee par F, sera une quantite finie qui ne contiendra 
plus rien d’arbitraire; et, si Ton attribue aux coefficients p, v, p,, 
V, . . . , p„j, Vro des valeurs infiniment petites, E s’approchera indefi- 
niment de A, en demeurant compris entre les limites F — S, F -i- 0. 
A sera done compris entre les memes limites, et par consequent on 
pourra trouver une quantite finie F qui difffere de A d’une quantite 
moindre qu’un nombre donne S. On doit en conclure que la valeur 
generate A de I’integrale ( 5 ) sera, dans rhypotbbse adraise, une 
quantite finie et determinee. 

Des principes que nous venons d’etablir on deduit immediatement 
la proposition suivante : 

TneoRtME. — Pour que la valeur generale de Vintegrale (i) soit finie 
et determinie, il est ndeessaire et il suffit que cedes des intdgrales singu- 
liires ( 8 ) et (12) qui se trouvent comprises dans la diffdrence A — B se 
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rSduisent d ziro, pour des valeurs infiniment petites de z, quelles que 
soient d’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attributes aux 
coefficients (j., v, p.,, v,, . . . , p.„„ v,„. 

Exemple. — Soil fonction rationnelle. Pour que I’inte- 

srale f ~r\ dx conserve une valeur finie et determinee, il sera 

necessaire et il sufiira : 1“ que I’equation F(a;) = o n’ait pas de 
racines reelles; 2“ que le degre du denominateur F(a 3 ) surpasse, 
au moins de deux unites, le degre du numerateur f(a?). 
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VIN&T-SIXIEME LECON. 

INTiGRALES IND^IFINIES, 


Si, dans I’integrale definie J f{oc) dx, on fait varier Tune des deux 

limites, par exemple la quantite X, I’integrale variera elle-meme avec 
cette quantite ; et, si Ton remplace la limite X devenue variable par x, 
on obtiendra pour r 6 sultat une nouvelle fonction de x, qui sera ce 
qu’on appelle une integrale prise a partir de Vorigine x = x^- Soit 

(1) #(;»)= r f(^x)dx 

dxo 

cette fonction nouvelle. On tirera de la formule ( 19 ) (vingt-deuxieme 
LeQon) 

(2) §{x)'=-{x — iPo) /[f'O + — ^o)]> o, 

6 etant un nombre inferieur a I’unite, et de la formule ( 7 ) (vingt- 
troisieme Le§on) 



ou 

— §(^a)) = x f{,x + 6<x). 

II suit des Equations ( 2 ) et (3) que, si la fonction /(x) est finie et 
continue dans le voisinage d’une valeur particuliere attribuee a la 
variable a;, la nouvelle fonction i{x) sera non seulement finie, mais 
encore continue dans le voisinage de cette valeur, puisqu’k un accrois- 
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sement infiniment petit de a? correspondra un accroissement infini- 
ment petit de #(ar). Done, si la fonction f{x) reste finie et continue 
depuis x = Xo jusqu’a a? = X, il en sera de meme de la fonction §{x). 
Ajoutons que, si I’on divise par a les deux membres de la formule (3), 
on en conclura, en passant aux limites, 

( 4 ) #'(^)=/(^)- 

Done I’integrale (i), consideree eomme fonetion de x, a pour derivee 
la fonction f{x) renfermee sous le signe J dans cette integrale. On 
proQverait de la meme maniere que I’int^grale 



consideree comme fonction de x, a pour derivee -f{x). On aura 
done 

(5) ±r f{x)dx=nx) el /{x)dx=-y(x). 

Si aux diverses formules qui precedent on reunit 1 equation (6) de 
la septieme Legon, il deviendra facile de resoudre les questions sui- 
vantes. 

PaoBtfiME I. — On demande une fonction xs{x) dont la denvde cs'(x) 
soil constamment nulle. En d’autres termes, on propose de risoudre 
liquation 

( 6 ) w'{x) = o. 

Solution. — Si Ton veut que la fonction 7s(x) reste finie et con- 
tinue depuis X = — 00 jusqu’a a? = -i- oo, alors, en designant par a?# 
une valeur particuli^re de la variable x, on tirera de la formule (6) 
(septieme Legon) 

ro(a;) — nr(aJo) = (« — a;o)w'[^o+ d{x — x„)'] = o' 


et, par suite, 
( 7 ) 


ZTT SO r=zJs(30Q) 
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ou, si Ton designe par c la quantile constante ro(a7o)» 

(®) CT(a:) = C. 

Done alors la fonction m(^x) devra se reduire a une constante et con- 
server la meme valeur e, depuis x= — to jusqu’a x = co. On pent 
ajouter que cette unique valeur sera entierement arbitraire, puisque 
la formule ( 8 ) verifiera I’equation ( 6 ), quel que soitc. 

Si Ton permet a la fonction vs{x') d’offrir des solutions de conti- 
nuile correspondantes a diverses valeurs de x, et si Ton suppose que 
ces valeurs de x, rangees dans leur ordre de grandeur, soient repre- 
sentees par Xi, x„, . . x„„ alors Tequation ( 7 ) devra subsister seu- 
lement depuis x = — cx> jusqu’a x = x^, ou depuis x = Xf jusqu’a 
X — x^, .... ou enfin depuis x=:x„ jusqu’a x — -{-ca, selon que la 
valeur particuliere de x representee par x^ sera comprise entre les 
limites — oo et ou bien entre les limites Xf et Xo, .... ou enfin 
entre les limites x^ etoo. Par consequent, il ne sera plus necessaire 
que la fonction zs(x) conserve la meme valeur depuis x = — co jus- 
qu’a x = -hx>, mais seulement qu’elle demeure constante entre deux 
termes consecutifs de la suite 

00, ^2 j • • •? 00- 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si Ton prend 

Cfn ^ C — Cq il? — ^ Cg — Cl jg — jgg ^ 

^ 2 2 — iJ?2)^ 

Co, c^ , Cj c„ designant des quantites constantes, mais arbitraires. 

En efifet, dans ce cas, la fonction xs{x) sera constamment egale k 
entre les limites x = — co, x = x,; a c, entre les limites a; = a;,, 
X = x^, , . . ; enfin a c„ entre les limites x = x^, x=ieo. 

Si Ton veut que zs{x) se reduise a Co pour des valeurs negatives, 

OHayres de C. — S. II, t. IV. 20 
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et a c, pour des valeurs positives de x, il suffira de prendre 


(lO) 


C3(^) — 


Cq Cl 
2 


+ 


Cl — Co X 

3 


Probl^me II. — T rower la valeur generate de y propre a verifier 
V equation 

(ir) dy=zf{x)dx. 

Solution. — Si Ton designe par F(a:) une valeur parliculiere de 
I’inconnue y, et par F(a;) -H sa valeur generale, oit tirera de 
la formule (i i), a laquelle ces deux valeurs devront satisfairc, 


W{x)=f{x), F{x) + TS\x)z=f{x) 

et, par suite, 

7sy'(iC) m o. 

D’ailleurs, il results de la premiere des equations (5)qu’on satisfait 

j c" 

' /(®) dx. Done la valeur generate 

de y sera 

(i2) y~f f{x)dx^Ts[x), 


Ts{x) designant une fonction propre a verifier I’equation (6). Cette 
valeur generale de y, qui comprend, comme cas particulier, I’inte- 
grale (i) et qui conserve la meme forme, quelle que soit I’origine 
de cette integrate, est representee dans le calcul par la simple nota- 
tion J' f{x) dx, et reQoit le nom d’intdgrale indefinie. Gela pose, la for- 
mule (ii) entraine toujours la suivante 

(i3) y—ff{x)dx, 


et reciproquement, en sorte qu’on a identiquement 
(i4) dj" f{x) dx=f{x)dx. 

Si la fonction F(a;) diffferede Fintegnale (i), la valeur generale de j', 
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ou y' /(iJ?) 6?aj,.pourra toujoufs etre presentee sous la forme 

(^ 5 ) J f{ai)dx = 'E{x) + vs{x), 

et devra se reduire a I’integrale (i), pour une valeur particuliere 
de w(a7) qui verifiera en meme temps I’equation (6) et la suivante : 

(‘®) ^{x)= j f{x)dx = ^{x)-lrVS{x). 

Si, de plus, les fonctions /(a?) et F(a:) sont Tune et I’autre continues 
entre les limites x = x = la fonction ^(x) sera elle-meme con- 
tinue, et par suite ^(a;) = g(cc) —F(x) conservera constamment la 
meme valeur entre ces limites, entre lesquelles on aura 

* m(x) — vy(Xo), 

^7(x) — F(x) = ^(xo) — F(xo) =—F(xo), ^(x) — F(x)—F(Xo), 

(17) y* /(a:)£?^=:F(4?) — F(aro). 

•*"0 

Enfin, si dans I’equation (17) on pose a? = X, on trouvera 

(18) r /(a:)flfa;=F(X) — F(a;o). 

•'j-o 


II resulte des equations (i 5 ), (17) et (18) que, etant donnee une 
valeur particulifere r(a?) de y, propre a verifier la fomiule (ii), on 
peut en deduire : la valeur de I’integrale indefinie Jf{x)dx; 


2° celles des deux integrales definies j f{x)dx, ( /(a;)<fa:, dans 


le cas oil les fonctions /(a?), F(a;) restent continues entre les limites 
de ces deux integrales. 


Exemple. — Comme on verifie I’equation dy = en prenant 


7 = arctanga!, et que les deux fonctions arctanga; restent 

finies et continues entre les limites a? = — qo, a: = 00 , on tirera des 
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formules (i 5 ), (17) et (i8) 


f — — arctang.*" + f — = arc tangar, 


/' 


dx 


r H- X 


. = j =: o , 785 .... 


Nota. — Lorsque dans I’equalion (17) on veul etendro la valour 
do X an dcla d’une limitc qui' rend la fonction /(x) discontinue, il 
faut ordinairement ajouter an second membre une on plusieurs inle- 
grales singulieres. 

Exemple. — Comme on satisfait a I’equation dy = ^ (ni prcnanl 

y = si Ton designe par e un nombre infiniment petit, et par p, v 
deux coefficients positifs, on trouvera, pour 0, 


/ 


^ dx 


X 




et, pour a; > 0, 


dx . 

r^^dx 

r'^dx 

/ — — \ 

’ — t- 

1 — ^ 

L, ^ J 

-1 ^ ^ 

/ X 

^VE 



dx 

— -H 

X 
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VINGT-SEPTIEME LECON. 

PnOPRrtTfiS DIVERSES DES INTfiSRALES INDSFINIES. METHODES PODE DfiTERMIiVER 
tES yAEEDRS DE CES MfijJES INTEGRALES. 


D’apres ce qui a ete (lit dans la Le^on precedente, I’integrale inde- 
finic 

(1) ff{x)dx 

n’est autre chose que la valeur generale de I’inconnue y assujettie a 
verifier I’equation differentielle 

(2) dy = f{x)dx. 

De plus, etant donnee une valeur particuliere F(£c) de la meme 
. inconnue, il suffira, pour obtenir la valeur generale, d’ajouter a F(aj) 
une fonction cj(a:) propre a verifier I’equation w'(aj) = o, ou, ce qui 
revient au mfeme, une expression algebrique.qui ne puisse admettre 
qu’un nombre fini de valeurs constantes, dont chacune subsiste entre 
certaines limites assignees a la variable x. Pour abreger, nous desi- 
gnerons dorenavant par la lettre © une expression de cette nature, et 
nous Fappellerons constante arbitraire, ce qui ne voudra pas dire 
qu’elle doive toujours conserver la m^nie valeur, quel que soit x. 
Cek pose, on aura 

( 3 ) j f{x)dx = Y{x) + B. 

Quand on remplace la fonction F(a;) par I’integrale d^finiejf f{x) dx, 
qui est elle-mfime une valeur particulibre de y, la-formule (3) se 
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recluit a 
(4) 


J'/{x)clx~j' f{x)dx->rB. 


En etendant la definition quo nous avons donnee de I’integrale (j) au 
cas oil la fonction /(a?) est supposee imaginaire, on reconnaitra faci- 
lement que, dans cette hypothfesc, les equations (3) et (4) subsistent 
encore. Seulement, la constante arbitraire e devient alors imagi- 
naire en meme temps quo /{cc), c’est-a-dire qu’elle prend la forme 
e, -f - 02 \/“ * > ®i designant deux conslantes arbitraires, mais 

reclles. 

Avant d’aller plus loin, il importc d’observer qu’en formant la 
sommc ou la difference, ou memo une fonction lineaire quelconque 
de deux ou de plusieui’s constantes arbitraires, on obtient pour 
resultatune nouvelle constante arbitraire. 

Plusieurs proprietes remarquables des integrates definies se de- 
duisentfacilement de I’equation (4) combinee avec Ics formulcs (i3) 
(vingt-deuxibme Legon) et( 2 ), (3), (4), (5) (vingt-troisieme Logon). 
En effet, si, apres avoir remplace X par x dans les deux membres de 
chacune de ces formules, on ajoute aux integrates qu’ils renferment 
des constantes arbitraires, on trouvera, en designant par a, b, c, ... 
des constantes supposees connues, et par «, v,w,... des fonctions de 
la variable x, 

(5) J'audx = aJ u dx, 

J [u ->r V ->r w -^ . . .) dx ■=. J" u dx J vdx ■+■ J'w dx 
J" {u — v)dx—j^ udx — J' vdx, 

J' (au + + Cfv + . . .) dx ~ a j' udx -\-b f v dx-^c J’tp dx 
J (u-h v y/ — i)dx-=Judx + \/—i J' v dx. 



Ces equations subsistent dans le cas meme oh. a, b, e, . . . , u, v, 
w, ... deviennent imaginaires. 

Intdgrer la formule dilFerentielle f{x')dx, ou, en d’autres termes, 
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integrerV Qq\x^i\on ( 2 ), c’est trouver la valeur de Tintegrale indefinic 
L’operation par laquelle on y parvient est une integration 
indefinie. V integration definie consisterait a trouver la valeur d’une 

integi’ale definie, telle que j /(x)dx. Nous aliens maintenant faire 

^'0 

connaitre les quatre principales methodes a I’aide desquelles on peut 
effcctuer, dans certains cas, la premiere de ces deux operations. 

Integration immddiate. — Lorsque dans la formule f(x)dx on 
reconnait la difiTerentielle exacte d’une fonction determinee T'(;c), la 
valeur de I’integrale indefinie J f{x) se deduit immediatement de 
I’equation (3). On etend le nombre des cas auxquels cette espece 
d’integration est applicable, en observant que les facteurs constants 
renfermes dans f{x) peuvent etre places a volonte en dedans ou cn 
dehors du signe J [woir I’equation (5)}. 


Exemples : 

j'adx — ax-^^, j'{a-¥i)x’^ dx — x'^^-\-B, J'x‘^dx=: 




fxdx = -x^+e, r^=:-i + e, 

J 2 ’ J X^ X 


(m — 


r~ — 

f— :=z f —arc tangly 

J ^ 2 J 




arc sin ^ “h 3 = © + ~ tt — are cos a?, 

,2 ' 2 


A®lArfa? = A‘'-t-e, jA?=dx = ~ + e, 

cosiccfa:=:sina;+ e, J'siiixdx=—GOSx + B, 


dx =: -i-B, J". 

/ 

tang ^ -H 3, f ' ~ — COt^ + © 

J cos^a; ^ ^ J sin»^ 


Integration par substitution. — ConceviJns qu’a la yariable a? on 
substitue une autre variable ^ liee a la premiere par une equation de 
laquelle on tire s = <p(a7) et = La formule ( 2 ) se trouvera 
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remplacee par la suivante : 

(7) = /[z(“)] ?;'(=) 

Si I’on fait, pour abreger, /[x(-)]x'(-=) = !’(-)» generalc 

tie y tiree dc I’equation (7) sera representee par I’int^grale indefinio 
/}(s)d:;. D’ailleurs, cclle valeur generale doit coincider avec I’inle- 
"gralc (1). Done, si, en vcrlu de la relation etablie enlre x et s, on a 
identiquement 

( 8 ) ’ /(a!')cix=f(s)ds, 

on en conclura 

(9) f f(x)dx-f {'{::) ds. 

Supposons maintenant que la valeur de J ((z)ds soit donnee par une 
equation de la forme 

(10) / f(- 5 ) it- = ^(“) -+■ ® ; 
on tircra de cette equation 

;n) J‘/{x)dx — ^’i(^{x)]-^-S. 

Exemples. — En admettant la formule (10) et posant successivc- 
ment 

SC 

ar ± a = 3, ax ~ —~z, x^-ya^—z, 

lx = s, e® = 3, sina; = 3, cosx = 3, 

311 tirera de la formule (i i) combinee avec Tequation (5) 

y * dt a) da: = ^ ± a) Of 

^ ^{aa:)dx ^^§{ax) 

X -4" ) dx = — <'3^(u 17" 4“ dz® ) 4- *3, 

fx^“^ [{x°')dx^ -§{x^) 4- O, 
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y {{e^) dx — + G, 

J cos^ f(sin.r) (i.27 zzi 5^(sin^) -f- 3, 

J smx ^{cQSx) dx — — ^(cos^)-l-0. 


Ces dernieres formules etant combinees a leur tour avec celles qiii 
resultent de Tintegration immediate, on trouvera 


/ dx I , , , „ _ 

r dx i 

J {x — a)'" {m — i)(^ — ay^-^ 




dx 


dx 


-h a 




I OS 

-arc ^ 2 iug— H- 3, 


©, 


• J e^'^dx-=z ©, 

/ Q,Qsaxdx — - sin<a!jr - 
a 

p-^dx=y\xy+B, 

h 
I 


g-flj? dxzzi H- 3, 

a 


^max dx:=. cosaj? -i- 3, 

a 


— I 


(1^)'" {m — ^ 

^\nxdx I f 

^ — ~ h 3 = s€cx + 3, 

cos^^j:? cos^ 


/ 

/“ 

/ dx ,, _ 

f tange-^-h ^ 

/ co^xdx __ 1 , ^ 

sin^a? ' sin^ 


" Inligration par decomposition. — Cette espece d’integration s’ef- 
fectue a Taide des formules (6), lorsque la function sous le signe / 
peut etre decomposee en plusieurs parties de telle maniere que 
chaque partie, multipliee par dx^ donne pour produit une expression 

OMuvres dc C . — S- Hj t.IV. 
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facilcmenl int(igrablc. Elle s’applique particulierement au oas (.u la 
fonction sous le signo / sc reduil, soil a une fonction cnlierc, soil ii 
nnc fraction rationnollc. 


Exemples : 


r dx r sin^a; + cos-u: 

J si 11= a: cos’ a- J sin’.* cos’ a: 

_ C f tango; -cola; +' 3 , 

J cos'.r v siiv^ 

j\a . .)dx’=ia j dx ^ hjxdx 4 - cjx^dx 4 * - ■ • 

zz: ax h 4'. . .4-^^* 

2 3 

Integratioji par parties, — Soient u et ^ deux fonctions clifTercntes 
dc cc, ct u', v' leurs derivees respectives. w sera u no valeiir particii- 
liere do/, propre a verifier I’equation differentielle 
dy~udv + v'du~ uv' dx -^ (’«' dx, 

do laquello on tirera generalemen't 

/— «(> -^-e — f iu’'dx -t- fvu' dx r= fu dv Jui du, 

et, par suite, r- , 

j u d^’ = uv — ( J vdu — ©), 

ou, plus siniplement, 

(i2) j'udvzxuv —j V dll, 

la coiistante arbitraire — e pouvant etre censee comprise dans I’inte- 


gr 


ale j pdu. 

Exemples : 

J \xdx = xlx — J ' = a;(lap — i)-h3, J'xd” dx^ 6“ (x j) -t-3, 

J" X cos X dx ■= 07 sino; -+- cosiP -I- 3, 
j xsitixdx =: — X cosa? -h- sin j? -h S, 



CALCUL INTEGRAL. 163 


Nola. — 11 est ossentiel d’observer que les constantes arbitraires, 
qui sont censees comprises dans les integrales indefinies que renfer- 
ment les deux membres de I'equation (12). peuvent avoir des valeurs 
numeriques tres differentes. Cette remarque suffit pour rendre raison 
de la formule 



dx 

x\x 



a laqaelle on parvient, en posant dans I’equation (12) 



164 RiSUMfi DBS LECONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL. 


VIN&T-HUITIEME LECON. 

SUR tES INTfiGHALES mOfiErNIES QUI RENFERMENT DES FONCirONS ALGfiBRlQUES. 


On appelle fonctions algehriques celles que I’on forme en n’em- 
ployant que les premieres operations de I’Algebre, savoir I’addi- 
tion, la soustraction, la multiplication, la division, et I’elevation 
des variables a des puissances fixes. Les fonctions algebriques d’unc 
variable sont rationnelks lorsqu’elles contiennent seulement des puis- 
sances entibres de cette variable, c’est-b-dire lorsqu’elles se reduisent 
a des fonctions entieres ou a des fractions rationnelles. Elies sent irra- 
tionnelles dans le cas contraire. 

Cela pose, concevons que, f{x) designant une function algebrique 
de X, on cherche la valeur de I’integrale indefinie J f{x)dx. Si la 
fonction /(x) est rationnelle, on decomposera le produit f(x)dx en 
plusieurs termes qui se prbsenteront sous Tune des formes 


(i) 


A. dx 
x — a 


kdx {kz^\i\l—i)dx (a q= By/— 

{x — ay^ ^ — aqi(3y/— I (^ — i)"' 


a, OL, p, A, B designant des constantes reelles et m un nombre entier; 
puis Ton integrera ces differents termes a Taidc des equations 


f 


Ax^’^dx=zk 




m -H I 


■ e, 


r kdx 

J ^ 


r kdx 

J {x-^a) 


— a)-H- 0 , 


lyn _ i) 

x-oLTTi&d-i ^ ^ ^ V (a:-«)=+-|3* V (a;-a)M 




= B \/— i) 1 P*] + (B ± A v^— i) arc latig -t- 


I 


(AifzBy/^)^^ 

(j? — aiji(3\/— i)'" (m — — aqi|3y/^)" 


A qi B y/— J 


(3 


IT + 
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dont les premiferes se deduisent des principes etablis dans la Lecon 
precedente, et dont la derniere, tiree par induction de la troisieme, 
peutetre, a posteriori, facilement verifiee- 

Exemples : 


R: 


A-ByZ-t 


a + Bv/=7 


dx 


— a — [ 3 ^— I X — OL 

Al[(^ — j3^] 4- 2 B arc tang 


X — a 


/jfer =/; (?b “ sir) “'■* = j ' (^ 
= 1 


’ dx ^ 


( I 

^-1-2 \ 

-j 

3 ' 

\x 

X -\-l) 


dx 


I (a: — I)* 


2x -4- I 




Lorsque la fonction /{x), sans cesser d’etre algebrique, devient 
irrationnelle, il n’y a plus de regies generates au moyen desquelles 
on puisse calculer en termes finis la valeur de J f{x) dx. A la verite, 
il suffirait, pour y parvenir, de substituer a la variable x une seconde 
variable s tellement choisie que I’expression /(a;) dx se trouvat trans- 
formee en une autre \{s)dz, dans laquelle la fonction f(5) fut ration- 
nelle. Mais on n’a point de methode sure pour operer une semblable 
transformation, si ce n’est dans un petit nombre de cas particuliers 
que nous allons faire connaitre. 

Soit d’abord f(a7, s) une fonction rationnelle de x et de s, z etant 
une fonction irrationnelle de x, determinee par une equation alge- 
brique d’un degre quelconque par rapport a s, mais du premier degre 
par rapport a x. Pour rendre rationnelle et integrable la formule dif- 
ferentielle {{x, z) dx, il suffira evidemment de substituer la variable 5 
a la variable x. On doit surtout remarquer le cas oil la valeur de s est 
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fbui’nie, soit par Tune dcs ecfualions binomcs 

( 2 ) z'^—{ax+ b) = o, ^ 0 )""— ^ 1 ) 

soit par I’equation du second degre 

(3) 6o)='— 2 («iir + 4 - bi) = o, 

a, b, Oo, bo, a^,b,, etant des conslantes recllcs et« un nombre 
entier quelconque. Comme on satisfait aux equations ( 2 ) cn posant 

1 

zz=i{ax by ou — r- I ? 


-h bfj 


ct a Tequation (3) en posant 


<X\ X + + \J {^CL]^X bi -1- {CIqX H- ^2 ) 

clqX -h ba 

il en resulte qu'on rend integrable la formule 
(4) i[x,{ax+by]dx ou 

en egalant a s le radical qu’elle renferme, et les deux formules 

! i\x + bi + \/{aiX bif-^ {aoX -¥ bo){aoX bi) '\ 

\f’ aox+bo J ’ 

f[.a;, \/{aiX+ bi )®4- {a^x + &„) {a^x + 6j)] dx, 

en y substituanl la valeur de £c en s tiree de I’bquation (3) ou, ce qui 
revient an meme, de la suivante : 


(6) \/{a^x-\- 6i)*4- {uoX 4- bo){aiX + b^) = {a^x + bo)s — {aix 4- 6i). 

Concevons maintenant qu’il s’agisse de rendre integrable I’expres- 
sion • 

( 7 ) , i(x, v'Aa:-4- Ba; + C) dx, 

A, B, G etant des constantes reelles. II suffira evidemment d’employer 
I’equation (6), apves avoir reduit le trinome Ax- 4 - Ba? 4 - C a la forme 
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(^i® + ^0^+('*o®'t-^o)(«2®4-.i2).'Oron pent effectuercette reduc- 
tion d’une infinite de manieres, en choisissant un bin6niea,|ir-l-&i tel 
fjue la difference Aa?‘4- Ba?, -f- C — (^a^x + h^Y soit decomposable en 
facteurs reels dii premier degfe, c’est-a-dire tel que I’on ait 

(8) Aif+Caf^Ba.fi.H-iB'-AOo. 

En cherchant les valours les plus simples de a, et de h^ propres a rem- 
plir cette derniere condition, on trouvera : i® si -B- — AC est positif, 


a] = o, 6i = o; 


ai = A*, ^>i=o; 


2® si A est positif, 

3® si C est positif, 

De plus, coinme on aura 

Aa;®-l- Bx-i- C— ( a*^:) =ix{Ba?-i-C) 
ct 

Aa:*-te Ba.'+ C— (C*) — ar(Aa'-t-B), 

on’pourra prendre dins le second cas a^x + h^— i,.et dans le troi- 
sieme a^x -\-h^ = x. En resume, si kx- + Ba; 4- C est le produit de 
deux facteurs reels aja; -f a.;^x + b,, m rendra la formule (7) 
fationnelle en posant 

a^x + bi , 


(9) \J{a^x + bt){aiX + bi) = {a^ai-\-h^)z ou 


bn ' 


Dans le cas contraire, le radical \jkoi? + Bic + C ne poufra etre une 
quantile reelle, a moins que les deux coefficients A et C ne soient 
positifs. Dans tous les cas, on rendra I’expression (17) rationnelle 
en supposant 

I 

( si A est posilif, ' V^Aa:^+Ba; -i-O =: — k-. 

,X / ; r A 

f si C est positif, \/Aa’‘-eiBa;-t-C=a?5-C* ou y + ® ^ 
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II est aise de verifier, a posteriori, ces diverses consequences de la for- 
mule (i6). 

Exemples, — On tirera de la premike des equations (lo) 



dx 

x’*-' 4- B .Z' 4- 


C 



1 ( A a: + iR -t- aVa .•r" + B a; + c) 

— — I 

A® 



= l(a?4- i) + ©, 

= l(ar + \/x^— i) -I- ©, 


II importe d’observer que, si Ton designe par une 

fonction entiere des variables «, v, , et par p,q,r, ... des divi- 
seurs du nombre entier n, les expressions diffkentielles 



seront de la meme forme que les expressions (4) et pourront etre 
integrees de la meme manike. Ainsi Ton trouvera, en posant a? = s“, 

j'{J + x^T'dcc = 6j'^=6[\z^-s^{l{i + zy-]+e. 

Ajoutons'que Ton reduira imm^diatement les expressions differen- 
tielles 

( 12 ) i\_x9-,{axV‘-^b)'^xV-^dx, 

(fjL designant une constante quelconque) aux formulas (4), et I’ex- 
pression 


(i3) 


i\_x,{a^x + bf,y , (( 2 ia; + &i)*] dx 
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a la formule (7), en posant, dans les expressions (12) et dans 

I’expression (i 3 ), a^x + h^-y-. 


hxemples. — On integre — dx, en posant x^=y,y—\ = z^ 


ou simplementa?^— i et j, en posant a; — r =y', 

A \ \ 

puis ( v^ + 2)^ = ;; ~y ou simplement (a; — i)“ -I- {x + = -s'. 

En terminant cette Legon, nous ferons remarquer que, dans tous 
les cas oil Ton parvient a calculer la valeur d’une integrale indefinic 
qui renferrne une fonction algebrique, cette valeur se compose de 
plusieurs termes dont chacun se presente sous I’une des formes 


(i4) H^)y Alf(a;), Aarc tangf(a;), 

f(a;) designant une fonction algebrique de. x, et A une quantite con- 
stante. Les expressions arcsina: = arctang^^P===> arc cosa; et autres 

semblables sont evidemment comprises sous la derniere des trois 
formes que nous venons d’indiquer. 




OMuvres de €• — S. II, 1. IV. 
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VIN&T-NEUVIEME LECON. 


SUR L’iNTfiGRATION ET LA RfiDUCTION DES DIFFEEENTIELLES B1n6mES, ET DE 
QUEIQDKS AUTRES FORMULES DIFFERENTIELLES DD MEME GENRE. 


Soient a, b, < 2 ,, b^, 'k, ( a , v des constantes r^eJles; y une quantile 
variable, et faisons y'*'=x. L’ expression {ay'^-\- bydy, dans laquelle 
dx a pour coefficient une puissance du binome ay'^-\- b, sera ce qu’on 
appelle une differentielle binome, eti’integrale indefinie 

(1) J {ay'>'-\- by dy= J {ax + x'k dx 

sera le produit de ^ par une autre integrale comprise dans la formule 
generate 

( 2 ) f {ax -h b)V- {aiX + bi)'' dx, 

dont nous allons maintenant nous occuper. 

On determine facilement I’integrale (2), lorsque les valeurs nume- 
riques des exposants [a, v et de leur somme [a + v se reduisent a trois 
nombres rationnels, dont Tun est un nombre entier. En effet, desi- 
gnons par /, m, n des nombres entiers quelconques. Pour integrer les 
expressions differentielles 

±.1 

{ax-^b)^^ + dx, 

{ax-\-b) " {uiX by)^’ dx, 

{ax-\-b) ’‘{ayX+by) ”■ dx, 
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il’suffira dc poser successivement (voirlsi vingt-huitierae Lecon) 


a^x bi-= z’', ax -rb=z'^. 


ax b ^ 

a^x -H ’ 


La 1‘ormule {ax -^hy (^a^x h^y dx n’elant pas toujours inte- 
grable, il est bon cle faire voir comment on pent ramener la determi- 
nation de I’integrale (2) a celle de plusieurs autres integrales de 
merae espece, mais dans lesquelles les exposanls des binomes ax + h, 
a^x ->r- ne soient plus les memes. Pour y parvenir de la mani'ere la 
plus dirccte, on aura recours a I’equation (i 2 ) (vingt-septieme Lecon), 
que Ton presentera sous la forme 

( 3 ) juv\d\i>-=uv — 

puis Ton supposera les fonctions u Qi v respectivement proportion- 
nelles a certaines puissances de deux des trois quantiles 

ax 4 - h 

( 4 ) ax^b, ayx^b,, 

Comme ces trois quantites, combinees deux a deux, offrent six combi- 
naisons differentes, on voit que la formule (3) donnera naissance a 
six equations distinctes. On simplifiera le calcul, en operant comme 
si u et V devaient toujours rester positives, et reduisant en conse- 
queiice Ici formule (3) u cette autre . 

puis ayant egard aux equations 

a dx 

d\[a 

ai dx 

, , ax + b — ajb) dx ^ 

^^a,x-^ b\ ~ (,ax-^b){a^x+bi) 

desquellcs on tirera la valour de dx pour la suiallluur dans I’inte 
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grale ( 2 ). Concevons que, pour abreger, on designs par A cette memo 
integrale. On trouvera : 

I® En supposant u proportionnel a une puissance de ax H- b, et e a 
une puissance de Sja: -f- 5,, 


J 

~ / tr ( '^1 ^ 1 ( ^ + ^1 

_ (ga^+^>)^(g,■y+^»lr•^‘ r {ax + by!-{a,x + b{Y*-' ^ ^ 

(v + i)ai J (v + i)a, ’ 


( 6 ) 


J {ax + b)V-{aiX + biY dx 
_ {ax+bY'{a^x-^b^y'^'^ 

■" (v + i)ai 


f{ax + bf--\aiX + bYY+'dx\ 


2 “ En supposant u proportionnel a une puissance de a, a? + , et e 

a une puissance de ax + b, 


(7) 


1/ 

< 

t 


{acc + 6)}^ {aiX H- dx 

{ax-\r~h)V‘-^^[a^x-{-hxy Vdz, 




( |x-V i) re -f 


ax -\-b 


3® En supposant u proportionnel a une puissance de et 9 

a\X ”{~ Oj 

a une puissance de a^x + 5,, 




{ax -i- h)^ {a^x 
(|ui-hv4-i)ai 


r{ax 

-hb)V-{a,x + b,Y^^ ,,, 

f ax-{- b \\ 

J ~ 

(^ + v+i)a, 

b^ J 


j J {ax b)V‘{a^x b{f^ dx 
{ax 

(M-v + i)a, ^ (p 


_ {ax + b)V- {UjX + biY-^^ ii.{abi—aib) 




4® En supposant u proportionnel a une puissance de et 
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a une puissance de ax + 

I J {ax + h)^ {aiX + bif dx 

1 =: 


(9) ^ .r. ^ ^ 


5“ En supposantaproportionnel a une puissance defl,a;H-^,, et ca 

1 ax ~\-h 

une puissance de r-? 



abi— a^b alX-hb^ 

{a^x + /;i / ax -^b f ax 

{]i-^i)[abi---a^b) \a^x-¥bj \aiX^b^ 


IL+l 


{ax^b)\^'^^ {a^x^biY"^^ 
{[L-^i){ab^-a^b) 



{a X H- (aiX-h b^y-^^ 

([JH- i) {abi~-aj)) 


of l(ai^ + 6, 


(lO) 


I J {ax-\-b)\^{a]X-\-biy dx 
[ “ (ii-}-i){abi--aib) 


(jl + V+ 2)^1 


J* {ax-{-b)^‘^^{aiX-^b^y^ dx; 


6® En supposant u proportionnel a une puissance de ax -h b, et^h 

, ax + b 

une puissance de ^ ^ 


I j'{ax-i-b)y‘(axX-}-biydx 
(ii) ' _ {ax^b)\^-^^{ayX-hb^y-^^ 

I {v -\-i){aib^abi) 


(pi-H- VH- 2)^r 
{v-hi)(aib~abi) 


J{ax -\- b)V-{aiX dx. 


A Taide des formules (6), (7)^ (8), (9), (10), (n), on pourra tou- 
jours remplacer Tintegrale (2) par une autre integrale de meme es- 
pke* mais dans laquelle chacun des binomes ax^b, 6, porte 
un exposant compris entre les limites 0 et — i . En efFet, il suffira, 
pour y parvenir, d’employer une ou deux fois de suite les formules (8) 
et (9), ou du moins Tune d'entre elles, si les exposants [x, v sont posi- 
tifs, ou si, Tun d’eux etant positif, Tautre est deja compris entre les 
limites 0 et — i. Au contraire, on devra employer les formules (10) 
et (ii), ou du moins Tune d’entre elles, si les exposants fx, v sont 
tous deux negatifs. Enfin, si. Tun des deux exposants etant positif. 
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I’autrc est inferieur a — t, on fera servir la formule (6) ou la for- 
mule (7) a la reduction simultanee des valeurs numeriques de ces 
deux exposants, jusqu’a ce que I’un d’eux se change en une quantile 
comprise entre les limites 0 et — i. 

Lorsque les exposants [a, v ont des valeurs numeriques entieres, 
alors, en operant comme on vient de le dire, 011 finit par les reduire 
I’un et I’autre ii Tune des deux quantiles 0 et — i. Cette reduction 
etant effecluee, I’integrale (2) se trouve necessairementremplacee par 
Tune des quatre suivantes : 


dji=x + Z, f — — l(aj- + 6 )*+S, f — - = — l(aia;+ 61 )- + 
J ax + 0 2 u J Uix + Oi 2 a, 

I f ' j/aa: + /> 

[J {ax + l>)(a,x 1- ij) a^i — UibJ UiX-r i[abi—aib) \a^x-\-b^ 


En general, toutes les fois que la formule {ax + hfia^x + h^Jdx 
sera integrable, les methodes de reduction ci-dessus indiquces per- 
mettrontde substituera rintegrale(2) d’autres integrales plus simples 
dont il sera facile d’obtenir les valeurs. 

Si Ton veut appliqucr les raemes methodes a la reduction de I’inte- 
grale (i), il faudra supposer dans la formule ( 5 ) les quantiles u et v 
proportionnelles a certaines puissances, non plus des quantites (4), 
mais des suivantes : 

/ 3\ , i 9 > , ax-^h (2r^4- b 

(10) .fla? + 6 = zr. — . 

X f 

Exemple. — Concevons qu’il s’agisse de reduire I’integrale 


ft designant un nombre entier superieur a I’unite. On supposera n 
etvproportionnels a des puissances dej^ et ; et, comme on 

aura 




i+r 




2 dy 
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on tircra de la formule (5) 

/ C ji ' + 

J " j 3 


(i4) 


-J t{jrrr)[-p-) 

3(« — l) J 2(rt — I) 


2/1 — 3 


2(/J — t)(l +/■)"“* 2/1 




dy 
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TRENTIEME lECON. 


SUR IBS INTfiGRALES INBfiFINtES QUI RENFERMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELEES, 
LOGARITHHIQUES OU CIRCUL AIRES. 


On nomnie functions exponentielles, fonctions logarithmiques , celles 
qui contiennent des exposants variables ou des logarithmes, et fonc- 
tions trigonometriques ou circulaires, celles qui contiennent des lignes’ 
trigonometriques ou des arcs de cercle. II serait fort utile d’integrer 
Ics formules differentielles qui renferment de semblables fonctions ; 
mais on n’a point de methodes sfires pour y parvenir, si ce n’est dans 
un petit nombre de cas particuliers que nous allons passer en revue. 

D’abord, si Ton designs par f une fonction telle, que I’integrale inde- 
finie J (’( 5 ) dz ait une valeur connue, on en deduira les valeurs de 

(0 fe^f{s^)dx, j c,oix^{s\nx)dx, j5\nx^{_co?,x)dx. 


en posant successivement, comme daijs la vingt-septieme Lecon, 


\x = z, sinas — coSiE = 5. 

On deternainerait de meme les trois integrales 


(2) 


j J" f(arctang^)^-^, 
(’(arc sin^) 
f( arccosii;) 


dx 

\/i — 

dx 

' — a?'-® 

on posant, dans la premiere, arctanga; = 5, et, dans les deux der- 
nieres, arcsinaj = s ou arccosa: = 5. 
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Observons encore que, si Ton designe par f(«), i{ii, v), i{u, v,w,...) 
des fonctions algebriques des variables u, v, w, il suflira de fairo 
pour rendre algebrique I’expression differentielle renfermee 
sous le signe f dans I’int^grale 

(3) J" 

el cosa? = s on sin a? = 3 pour produire le meme effet sur les deux 
integrales 

J" f(sina?, cosa:) rfar, 

f f(sina?, sin 2 a’, sin 3 a;, . . cosa-, cos ax, cos 3 a-, . . .)dx, 

dont la seconde n’a pas plus de generalite que la premiere, allendu 
qu’dn pent y remplacer les sinus et cosinus des arcs 2 a?, 3a?, 4-^> ■ • > 
par leurs valeurs en sina? et cosa?, tirees des equations de la forme 

cosna; -h \J— i sin'/? a? = (cosx -h \/— i sinx)", 
cosrtx — v/— I sin «x = ( cosx — v’’ — ^ sinx)". 

Ajoutons que, si, dans la premiere des integrales (4). on egale sina:-, 
non pas a s, mais a =b 3 “, eette integrate prendra la forme tres simple 



On aura, par exemple, cn designant par p., v deux quantites con 
stantes, 

/ tt-» v-l 

= ^ (i — i:) ® dz. 



Remarquons enfin que, en supposant connues les valeurs des infe- 
grales (3) et (4), on en deduira facilement celles des suivantes 

(7) * /f(e“»)a?x, 

,• yftsini&x, cos6x)<fx, 

1 /f(sin6x, sin2i'x,sin36x, ...,cos^>x,cos2^>x,cos36x, ...)rfx. 


OEuvres de C, — S. II, t. IV. 
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puisqu’il suffira de diviser par a ou par h les fonctions obtenues, 
apres y avoir remplace x par ax ou par hx. 

Soient maintenant P, z- deux fonctions de x, dont la premiere reste 
algebrique, et dont la seconde ait une derivee algebrique z' . Si, en 
posant 

J'Pdx = (^, f(iz'dx = % J\z'dx = ?>, 

on obtient pour Q, R, S, ... des fonctions connues de la variable x, 
on determinera sans peine, a I’aide de plusieurs integrations par 
parties, 

( 9 ) fPs'^dx, 

n etant un nombre entier. En cffet, on trouvera successivement 

j — n J Qa' dx, 

J Q z' z'^-^ dx — — (n—i) J Rz' z’^~^ dx, 


et, par suite, 

(lo) J = Qi"— * rtRs™"* -)- «(« — i)S3'*“® — 

Lorsque la fonction s se reduit a un seul terme, elle se presente n6ces- 
sairement sous Tune des deux formes (uoj>la vingt-huitibme Legon) 

Al[f(d;)], A arc tang f (a;), 

A designant une quantite constante et f(£c) une fonction algebrique 
de X. 

Exemples.' — Si Ton suppose la fonction P reduite a I’unite, et la 
fonction z h Tune des suivantes 


lx, arcaina;, arccosar, ](a:-t-y^a;-+i), ..., 
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on tirera de la formule (lo) 


(ii) J dx = oo{\a!y i~~- 

^ 1 vP 

I J (arcsin.r)'^^?.a? 

= (arc sin^r)" \x^ -}f^~ 
I arc sin 

I J (arccosa?)'*^^ 

I ~ (arc cosj:.*)'^ 

\ L arc cos 


/i(n — i) n(/i — i). . . 3 . 2.1 




ny I ~ n{n — i)x n[n — \){n — 2 )\l\ — x- 


arcsin^ (arcsin^;)^ 


(arc sin^)3 


n{n — i)x — i)(7i — 2)\/i — 


arc cos j? (arc cos a?)* 


(arc cos^)’* 


j + v^^‘-r i)Y dx 

= [l(.+^)]-L- t r,/‘'‘7^M. 

( \{x-^\Jx- + i) [l(a^ + \/a:^+i)J 

n{n — i) [n — i)\lx^+i 
[l(3! + v/a:® + i)]’ 


Si I’on supposait P = et 5 = lo;, on trouverait 


.5) fx‘^-rilxrdx=^i[xr[i-^ + !^ 


i) ;2(/j — i). . .3.2. r 


«"(lcr)" 


Lorsqu’on substitue zkx, les formules qui precWent deviennent 


(.6) + H-s. 

I J j'^cosj& = j"|sing|^i— 

(‘7) ' r / w ^ n, 

|-y>sin5i^5 = J'* I coss 1^1 — ” ^ " 7 ~ ' ~ + ■ • •] 


-sinsfj- 
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n(n — i) 

-i- -S - - 



e-+ e~ 


n /i ( /J — 1 ) ( /i — 2 , 
— h 1 h 


n n(n — i) 

+ - -T - 


...]| 

« ( ;i ^ I ) . . . 3 . 2 . 1 ”1 

J 




+ 


On pourrait etablir directement ces demises formules a I’aidc de 
plusieurs integrations par parties que Ton effectuerait de inaniere a 
diminuer sans cesse I’exposant n, pour le faire enfin disparaitre. 
Ainsi, par exemple, laformule (20) se deduit des equations 


(21) 




1 mUZ 

a 


a ^ 


line remarque semblable s'applique a toutes les integrales que Ton 
deduirait de I’integrale (lo) supposee connue, en substituanl zkx. 
L’integration par parties peut encore servir a fixer les valeurs de 

(22) J co^bzds, j <s>mbz dz, 


a, b designant des quantites constantes el n un nombrc cntier. 
Ainsi, par exemple, on obtiendra les valeurs generales des deux 
integrales j j e^Hinhzdz en ajoutant des constantes 

arbitraires aux valeurs de ces memes integrales tirees des equations 


J co^bzdz 
j sin b z dz 


e"-cos/;G b r . , / 

: / e^-^iiibzdZi 

a a J 


e^-’$,mbz b r , , 

= / e'*- cos b z dz, 

a 


Au reste, la determination des integrales (22) peut etre simplifiee 
par le moyen des considerations suivantes. 

Gommc on a (oofVIa fin de la cinquieme Logon) 

c?(cosa; + \l— 1 sina;) = (cosa? + \f^\ sin a ) dx , 
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on on conclnt 


(23) 


j rf[e®=(cos6j + v'-^sinii)] 

( =(a + b\f^i)e‘^((iOSbs-h^'^i slQbz)dz, 


( 24 ) J e''"(cos6j + \/^sin6j) ‘ 


a+b\f^—i 


H- Cj 


3 admettant des valeurs imaginaires. Cela pose, il est clair que les 
formules (21), et la fomule (20) qui en est une suite necessaire, 
subsisteront encore si Ton y remplace I’exponentielle e“^ par le pro* 
duit 

e^“(c,osbz + \f^i sin bz), 


et le diviseurapar 
On aura done 


a + b \r^\ I 


5'‘e®-(cosis + ^^ sinij)ti(5 

_ 5'»e«=(cos6;4V--i_sin^£) ' « ^ /;(« — ))...3.2.i 

a + b^—i . {a-\-b^—i)z (a + &\/— i)"®" 

Si Ton ramene le second membre de cette derniere equation a la 
forme u + e {^\ , k et e designant des quantiles reelles, ces quan- 
tiles seront preciseraent les valeurs des int^grales (22). Les deux 
formules qui deterraineront ces valeurs comprendront, comme cas 
particuliers, les ^uations (16), (17), (18) et (20). De plus, elles 
entraineront I’equation (-iq) et sc reduiront, si Ton suppose n = o, 
aux deux suivantes : 


(26) 


j e®" cosAi: dz : 
j e^imbzdz-. 


ambz + bs\abz 

— srn? — 

rtsini»- — &cost>5 

5®" H- 

aS-t- b> 
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TRENTE ET UNIEME LECON. 

sun LA DETERMINATION ET LA REDUCTION DES INTEGRALES INDEFINIES, DANS LESQUKLLES 
LA FONGTION SOUS LE SIGNE J EST LE PRODDIT DE DEUX FACTEURS fiGAUX A CERTAINES 
PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS DE LA VARIABLE. 


Soient u, v deux quantites constantes, et considerons I’integrale 


(i) sinH';2? cos'^jr 

i 

Si I’on pose sin-o? = ou s\nx = cette integrale deviendra 


( 2 ) 


± 



V — 1 

( 1 - 5 ) 2 dz. 


Done elle pourra etre facilemenfdeferminee (voir la vingt-neu- 
vieme Lecon), lorsque Ics valeurs numeriques clcs deux expo- 

sants et de leur somme ^ ~ se reduiront a trois 


2 2 2 
nombres rationnels dont I’un sera un nombre entier. C’est ce qui 
arrivera necessairenaent toutes les fois que les quantites p., v'auront 
des valeurs numeriques entieres. 

Dans tous les cas, on pourra du moins ramener la determination de 
I’integrale (i) ou (2) a celle de plusieurs autres integrales de meme 
cspece, mais dans lesquelles les exposants de simr et cosa; ou de z 
et 1 — z ne seront plus les memes. Pour y parvenir, il suffira d’em- 
ployer de nouveau la formule ( 5 ) de la vingt-neuviemc Le?on, savoir 


( 3 ^ 


j uvdU’=:uv — J" w d\u. 


(Ml supposant les fonctions u, v proportionnelles a certaines puis- 
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sances de deux des trois quantiles z-, i — s, ^ ^ ou, cc qui revicnl 
au meme, de deux des trois suivantes : 

gi Q ^ I 

(4) sinx, cosjj, =i:lang^=: — — • 

COSJC ° cotj: 


Concevons, pour fixer les idees, que Ton veuille reduirc I’inte- 
grale (i). On commencera par substituer dans cetfe integrale la 
valeur do dx tiree de Tune des equations 


(5) 


/ 


d I sin^ 


cosx d.r 
sinjc ^ 


^/Icos^ 


dl tansir 


COSJ? ^ 

^ dl cotx = 


dx 


smjTCOSJ? 


puis Ton conclura de la formule (3) : en supposant u propor- 

tionnel a une puissance de sin^ et p a une puissance de cosx, 


J cos^x dx j — 


1 cos jr 



— — cos^-^' X d 1 cos''-^* X 

V -i- J 


^ r sint^^ x cos^+^ x ^ ^ ^ 

V I J V -h I 


(6) sin^x cos^x dx = — 




H- 


/ cos''’^^jrf/v£-; 

"J -hi ^ 


2 ^ on supposant u proportionnel a une puissance de cos^ et 9 a unf 
puissance de sin^, 


(7) 


J*sin^x cos^x dx = 


cos^'“^r 


- — - rsiny-^-xco^^'^^xdxi 

[JL-hjd 


3-^ en supposant u proportionnel a une puissance de tanga; et a une 
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puissance de cosa:, 


f sini^x cos'' X dx — f — sinf^-'xcos^+'xrfl cosa? 
' — langl^-'a: 


=/ 


d 1 COS^'^'^X 

r 


fJt 4- V 
p- -h V 




(f^) I 'sin'^x cos'^xdx 


cos''"^^^ rjL — I 

h — 

P -h V p 


- Csin^^'^^xcosyxdx; 

V *>' 


ff on supposant u proportionnel a une puissance do cota? el oa une 
puissance de sin^r, 


(9) J sin^x cos'^x dx=: 


sinH'+^x eos''”’ j:- 


— r sln^x cosy^^x dx: 
. V J 


5"^ en supposant u proportionnel a une puissance de coso? et 0 a une 
puissance de tango?, 


fsmi^‘xcoH>'*xdx = J sinf^-^^ocos'^-^^cT^^l tango 


-I 


p H- J 

sinf^-^^o cos'^-^-^r 
p H- I 




-/ 


d \ C0SH‘-*‘V“^2^, 


(10) / sinf^o cos-'o ao h- / sinl^‘^-o cos^o oo;- 

^ ^ J u 4- I a -f-i. o 


6*^ en supposant u proportionnel a une puissance de sino; et 0 a une 
puissance de coto?, 


(ii) j sinJ^o cos'^o^ozzi — 


sinH'-^^ocos^-'-^o 

V ' 4 =' I 


p H- V -f* 2 r . , 

/ smJ^o cos^'+‘-o'oo. 

V -h I d 


A I’aide des formules (6), (7), (8), (9), (10), (ii), on pourra tou- 
jours transformer I’integrale (i) en une autre integrale de memo 
espece, mais dans laquelle chacune des quantiles sinar, cosa; porte 
un exposant compris entre les limites — i, h-i. En effet, pour 
atteindre ce but, il suffira d’employer une ou plusieurs fois de suite 
Jes formules (8) et (9), ou du moins Tune d’entre elles, si les expo- 
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sants y. et V sont positifs, ou si, Tun d’eux etant positif, i'autre est 
compris entre les limites o, — r. On devra, au contraire, employer 
les formules (lo) et (i i) si les exposants p. et v sont tons deux nega- 
tifs, ou si, Tun d’eux etant negatif, I’autre est compris entre les 
limites o et i. Enfin, si. Tun des deux exposants etant positif, mais 
superieur a I’unite, I’autre est negatif, mais inferieur a — i, on fera 
servir la formule (6) ou la formule (>7) a la reduction simultanee des 
valeurs numeriques de ces deux exposants, jusqu’a ce que I’un d’eux 
se trouve remplace par une quantite comprise entre les limites — i 
et + 1. 

Dans le eas particulicr oil Ton suppose [x + v =0, les equations (G » 
et (7) deviennent 

j J — — — f tangi'’“*.r rf.r, 

(12) )■ ix-i ^ - 

J coV^xdx = J— — J cqV~^x dx. 


Lorsque les exposants p. et v ont des valeurs numeriques entieres, 
alors, en op6rant comme il a ete dit ci-dessus, on finit par reduire 
chacun d’eux a Tune des trois quantites + j, o, — i, et I’integrale (i) 
se trouve necessairement remplacee par Tune des neuf suivantes : 


J dx = x-i-B, I sinx dx = — cosx -i- 2, 

J cosjr = sinj; 4- 2, J sin^r cos jrfj? = 5 sin'ar -+- 2, 


I 

/ 

I 


smxdx 

COSJ7 

zo%xdx 

sin.r 

dx 

cosjp siujc 





1 1 tang*^ -f- 3, 


^ dx _ r d{x-^\%) 

J cos^ sio(^ + 47r) 



Hr 3, 


OKui^res de C- — S. 11, 1. IV. 


ai 
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Si Ton applique ces principes i la delerminafion des integrales 


j = 
I cos''.rf/,r = 

J lm^”rd,v = 
J C 0 t^rrf.r = 
= 

jcoik'’.z(Ix = 

Jm'^ccdc = 
Jcos'^xdx = 


I sm^xdjc, J cos^xdx, 

fsin'^x, r cos”x f dx C dx 

J j siii"j: J cos'^x' J 

n etant un nombre entier, on trouvera : i® en supposant n pair, 

cos.r r . n — i 

n [ n — 2 

sia.r r 
T [ 


I , , 3.5...(n-3)(R — I) . 

- sin«-3jc + . . . + — : TT 7 ; sin X 


24 . ..{n — '2)71 


w-f . 3.5...f/2-3)(/i -i) 

-i.r+ cos«* 3 .r+...H- — 7 — j 777 ^ cosj: 

n -2 24 ...fn -4 («-2 


24 . --(^i — 2)71 


la nr _^ _ tang^ f ^ tong^r ^ 3 

71 — 1 n-3 71 — 5 

cot"~^.r COt"~ 5 j^ 


71-1 


71-3 


71 — 5 


+...±C0t.i7 q;.r4-0, 


siiu’ r . , , 
sec'*“ 

7i-I [ 

cosy r 

't?-! [ 


■lx + — rsec'-’x +...+ - 5 — secj 

71 — 3 i.3...(7? — 5}(71-3) 


. . n -2 , , 

cosee”'^y h r eosee”-^y + . . . h — ^ ^ rn 7 cosecy 

71-3 1.3... 71-0 /1-3 


]+s, 

^]+£; 


2 *^ en supposant n impair, 

cos-rr. . n-i . . (71 — r)(/i — 3) . . 2.4,..(7i-3)(7i-i)l ^ 

71 [ 71 — 2 (71 — 2)(71-4) I.3...f/1-4)(71-2)J 

sin.2: r , 71 — I - (71 — i)(7i — 3) 2.4..,(7i — 3)(7i-i)l ^ 

COS«-iyH eOS«- 3 yH-^ T 7 C 0 S«- 5 j:a....H- — ^ ^ i ^2 

n L 71-2 (ll — 2 )( 7 l — 4J 1.3...(7Z — 4)(/l — 2 )J 


taiig""^r 
71 — 1 


tang^-sj , tang^ip J 

1 + — 2 —: ...±-^±Hcos 2 y + G, 


71 — 3 


j ZQi’^xdx =- 
jsk^xdx = 
lmk'^.rdi!: = 


col'^~Kr cot'*“ 3 .r 
« — I 71 — 3 


71 — 5 

cot”"®y 
71 — 5 


eot^y ,, , , - 

+...:f-^ :pilsm 2 y + 0 , 


Si!i.r 

71—1 


, „ , , „ , 3.5..,(«— 2 ) 

sec'”-^y H rsec"" 3 u? +...+ 

72 — 3 


cosy 

71—1 


. „ , 77—2 , , 3. 5... (/I - 2 ) , - 1 i.3...(/i— 2 ) ,, _ 

cosec«-^yH r cosec"'^ ^ 4 . . . .+ 1 — 2 cosec^y + -— 7 — - tang® - 4-8. 

71—3 . 2 . 4 . ..( 71 — 5 ) J 2.4..' Ti-i)" 2 


Nous indiquerons, en finissant, plusieurs methodes qui peuvent 
servir, comme les precMentes, a la reduction ou a la determination 
de I’integrale f sin*“a:cos*"a:c?a:, m, n etant deux nombres entiers. 
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D’abord, il est clair qu’on reduira I’integrale J cos~''jcdx a 

d’autres plus simples en multipliant une ou plusieurs fois la fonction 
sous le signe J" par sin®£c4- cos^£c = i. De plus, on peut rendre 
rafionnelle I’expression differentielle sm^’‘xcos^'xdx : i° dans le 
cas oil n est un nombre impair, en posant sina’ = s; 2 " dans le cas 
oil n? est un nombre impair, en posant cosa:’ = 3. Remarquons entiii 
que Ton obtiendra tres facilement les valeurs des integrales 

J sin'^aic/x, J cos^xcla;, J sin"'a; cos" j;' 

des qu’on aura developpe sin^ar, cos"aj et sin“a?cos"j; en fonctions 
lineaires de sina?, sin 2 a;, sinSa;, . . . , cosa;, cos2a7, cosSa?, ... a I’aide 
des formulas etablies dans le Chapitre VII de V Analyse algebrique ('). 


(1) OEupres de Cauchy ^ S. IL T. IIL n. i53. 
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TRENTE-DEUXIEME LECON. 


SUR LE PASSAGE DES INTfiGRALES INDfiFINIES AUX INTfiGRALES DfiFINIES. 


Integrer Inequation 

(i) dyz=zf{x)dcc, 

oil Texpression differentielle ^ partir de c est trouver 

line fonction continue de x qui ait la double propriete de donner 
pour difTorentiolle fix^dx et de s’evanouir ^ouy x Xq, Cette fonc- 
tion, devant etre comprise dans la formule generale 

ff{x) dx =jr f(x) dx 4- e, 


se reduira necessairement a I’integrale / f{(v) dx, si la fonction/(a7) 

est elle-meme continue par rapport a x, entre les deux limites de 
cette integrale. Concevons maintenant que, les deux fonctions ©(a?) 
et y {x) etant continues entre ces limites, la valeur generale de y, 
tiree de I’equation (i), soit presentee sous la forme 

(p(x) 4- f x(.x)dx. 

La fonction cherchee sera evidemment egale a 


o(ic) — ip(a;o) 4- / 

djC, 

En partant de cette remarque, on verra sans peine ce que deviennent 
les formules etablies dans les Le?ons precedentes, lorsqu’on assujettit 
les deux membres de chacune d’elles a s’evanouir pour une valeur 
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donnee de x. Ainsi, par exemple, on reconnaitra facilement que les 
Equations (9) et (12) de la vingt-septieme Le^on, savoir 


ou 


J" /(■*) ot j' u dv =; «(> — J' V dll 

J Ui>'dx — uv — J" vu’dx 


entrainent les suivantes 


(2) 
et 

( 3 ) 



^0. «o et designant les valeursdes, uetv correspondantes a ar = x,,. 
Si, dans les formules (2) et ( 3 ), on pose a: = X, on trouvera, en appe- 
lant Z, U, V les valeurs correspondantes de s, a, r, 

( 4 ) 

et 

( 5 ) 

Les equations (4) et ( 5 ) sont celles que Ton doit substituer aux for- 
mules (9) et (12) de la vingt-septieme Lecon, lorsqu’il s’agit d’appli- 
quer I’integration par substitution ou par parties a revaluation ou a 
la reduction des integrales definies; tandis que les integrales de cette 
espece, deduites de I’integration immediate ou par decomposition, 
sont donnees par ia formule (18) de la vingt-sixieme Le^on, ou par la 
formule (2) de la vingt-troisieme. Ces principes etant admis, les me- 
tbodes exposees dans les Lemons precedentes pourront servir a deter- 
miner un grand nombre d’integrales definies, parmi lesquelles je vais 
citer quelques-unes des plus remarquabies. 

Si Ton designe par m un nombre entier, par a, p, v des quantites 
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positives, par a, A, B, C, ... des quantites quelconques, enfin par £ 
un nombre infiniment petit, on tirera des formules etablies dans les 
vingt-septieme et vingt-huitieme Lecons 


f x'‘-'dx = ~, ( dx — cc, 

Jo “ Jo 

J" e-^dx = J, 1 '^ e‘‘^dx = co, 


dx — — j 
a 


C (A -I- C^'-r-. . 0^^ ^ A“l“ ~ ^ 

do 

Jo 


1 I I 

I H r Q + • • • -H —"3 

2 0 m 


dx Ti 

/ I -h 2 ’ 


dx 

— 

xdx _ 

x^ -h a- 

a 

J ^ - 

'"ejl 

X dx 

= 0, 

dx 

x'^ H- cd' 

Jo 


(x — cc) dx 
^ ^ ^.^0, 


f" * dx (g? — gc) dx j ^ (x a) dx 

J_, (^•-a)^ 4 -( 3 - “ J , (J™ — a)^-hP* ~ v’ (a: — «)*-hP' 

""ijl 

A / A-BV^_ ^ A 

J I — I X — 

''ijl 

1 

/ _A.zAvE1- + A + Bs/^^ \ 

J ^\x — CL — (3^/ — I X — a + jS V — I / 


A-AVZ-L_^_ ^~*~^^~=')tfa; = aAl^ + a7TB, 
a-l-Pv'— ' 


De plus, si I’on represente generalement par |;^y une fraction ration- 

nelle dont le denominateur ne puisse s’evanouir pour aucune valeur 
reelle de x, par x^, x^, ... les racines imaginaires de I’equation 
F(a:) = o, dans lesquelles le coefficient de \/— i est positif, et par 
A, — B, V— r, Aa — B, V— I, . .. les valeurs de la fraction cor- 
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respondantes a ces racines, on obtiendra ia formule 

J 

“is 

Le second membre de cette formule cessera de rcnfermer le facteur 
arbitraire et Ton aura en consequence 

(7) J' = 2t:(Bj - h BjH-. . 

toutes les fois que la somme A, + Aa + . . . s’evanouira. Or, celR* con- 
dition sera remplie si le degre de F(a?) surpasse au moins de deux 
unites le degre de f(x). On arrive au meme resultat en partant de la 
remarque qui termine la vingt-cinquieme Le?on. 

Si le degre de la function F(a7) surpassait d’une unite seulernent 

celui de f(u?), I’integrale J deviendrait indeterminee, et sa 

valeur generale, donnee par I’equation (6), renfermerait la constante 
arbitraire -• Mais, en» reduisant cette constante arbitraire a I’unite, 

V 

on retrouverait I’equation (7), qui, dans ce cas, fournirait seulernent 
la valeur principals de I’integrale en question. Ajoutons que cette 
valeur principale resterait la meme, si, outre les racines imagi- 
naires a?, ajj, ...» I’equation F(a?) = o admettait des racines reellw. 

Z' * \ cftT' 

La raison en est que toutes les integrales de la forme j ont 

des valeurs principales nulles. 

Exemples. — Soient mein deux nombres entiers, m etant <«. Si 
Ton fait = a, on trouvera 



I — 


zr — f sin a 7 : - 4 - sin 3 ATT -4-. * .H“ sin (an i)a7i:] 
an *■ 


TT 

nsinn:7c 


% 


. (am H- 1)71 
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On en conclut, en posant z = 


( 8 ) 


f“ , r dx _ r x"-’^ dx _ TC 

T+T~^7i, “ sinaTt 


De meme, en reduisant chaque integrale indeterminee a sa valeur 
principale, on trouvera 

/ * cfj? 271 Tl 

= — rsin2e7t+ sin4a7r + .. . + sin(an — 2)a7t] = = 

in'- V / j ntangaTt 

, , ['"z'^'ds r x^K'dx rx’’"dx t: 

^ Jo !-■= ~^Jo ~ tangaji 


LgwiL ^ (2/?l + F)7r 


On deduira encore des formules etablies dans les vingt-neuvieme et 
trentieme Legons 

r* _ m — I r” ^"*-2 dx 

_ (m—l).. .3,2.1 p dx _ I.2.3...(»? — l) X I.2.3...(/1 — 772 — l) 

r dy _ 2/2-3 r dy_ _u 3.S..,(2n-S) r" dr _ i.3.5. . . (a/i- 3) tt 

Jo (^“^7“)"’ 2/1- 2 ~ 2.4.6... (2/2 — 2) I + /“ ” 2.4.6. . . (2/2 — 2) 2’ 

/ z^er-dz =1.2.3. . ./2, 
r z^ dz ^ — ^ 

Jo 

r ^^e~<»-(cos6;: + = 1 

*^o \CL + h\l — J 


J ^a 

rrll a—ttZ 

: 

r e-"’ 

•^0 

I. 

f e-«si 

•/O 


, j 1.2.3.. .n 
COS oz az = -r cos 


{a^+¥) 2 
a 

a^TS*’ 

1.2.3. ../2 . 


j^(/2 + i)arctang“jj 


cosbzdz = 




siubzdz z= 


b 


—sin (/2 + i) arc tang- ? 
.1- L 
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Entin, on tirera des formules etablies dans la trente et unieme Lecon, 
1° en supposant n pair. 





1 .3.5. . .(/i — i) 
2-4*6 . . .n 









3 




TT 

4’ 


2® en supposant n impair, 


TZ 





2.4.6. . .( /I — i) 

1 .3.5. . .(7^ — 2)n 


TT 



COS" X dx. 


“IZ 



tang'^xdx = 





1 

2 


1 

2 * 


Les methodes d’integration que nous avons indiquees fournissent 
souvent les moyens de transformer une integrale definie donnee en 
une autre plus simple. Ainsi, par exemple, quelle que soit la func- 
tion f(a?), on tirera des formules etablies dans la vingt-septieme Lecon 


(ia!±a)d.v=J i{s)dzz=J' ((a;)dx, 

f \'{ax)dx =]; f dx, 

*^0 “ do 


(to) 


I 


f 

*^0 






dx^ 


j r'^sinax, /*“ sin.r , 


Lorsque, dans une integrale relative a la variable x, la fonction 
sous le signe J renferme une autre quantite p. dont la valeur est arbi- 
traire, on pent considerer cette quantite p. comme une nouvelle 
variable, et I’integrale elle-naeme comme une fonction de p.. Parmi les 

OEttvres de C. — S. 11, t. IV. 2$ 
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fonctions de cette esp^ce, on doit remarquer celle que M. Legendre a 
designee par la letfre T, et qui. pour des valeurs positives de fA, se 
trouve definie par I’equation 


Cette fonction, dont Euler et M. Legendre se sont beaucoup.occupes, 
satisfait, en vertu de ce qui precfede, aux equations 


(J2) ^ 


[r(i)=i, r( 2 ) = i, r(3) = i. 2 , r(«) = i.2.3...(«-i). 


r” , r(n) 

I e-“- dz = — ^ 

/ a'^ 


(i3) 


/ 5^“* 

*^0 

00 

f 

0 


-Ig-a- COSZ>.S : 


-ig-assin bzdzz^ 


r(n)cos arc 
’ 

r(/z)sin ^narctang-^ 


(i4) f dz : 

d 0 


(a=-(- 

r(|x) 


a!f- 


/ " dx 


r(rt) 


dans lesquelles n designs un nombre entier, m un autre nombre en- 
tier inferieur a 7^, et p. un nombre quelconque. 
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TRENTE-TROISIEME LECON. 

DIFFERENTIATION ET INTEGRATION SOCS LE SIGNE J . INTEGRATION DES FOBXL'LES 

diffErentielles qci renferment pll’siedrs variables indEpendantes. 


Soientcc, J deux variables independantes, /(a;,y) une Conction de 
ces deux variables, et a?,, X deux valeurs particulieres de x. On trou- 
vera, en posant Ly = a.dy et employant les notations adoptees dans la 
treizieme Legon, 

-X -X „X -X 

/{x,y+^y)dx— /{x,y)dx — l Ay/{x,y)dx, 
puis, en divisant par a£^ et faisant converger a vers la limite zero. 

On aura de meme 

❖X. 

II suit de ces formules que, pour differentier par rapport a y les inte- 
( f{x,y)dx, / f{x,y)dx,\\ differentier sous k 

signe J la fonction f{si:,y), II en resulte encore que les equations 

I f = 

dr, 

y* /(a7,7)<ir = #(a:,7)*t-S 
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entrainent toujours les suivantes : 




4 ^y 

J dx — 

j X, <^y ^y 

f r df{x,y) _d§{x,y) 

( f^^ll(£iyldx=^^^^, 

I X„ 

J r"" y) j y) 

jX. ^'r dy- 

I r d''f{x,y) d''i{x,y) 

1 J dy^ dy^ 


d'^f{x,y) ^^_ d'^s{x,y) 


Exemples. — En differentiant n fois de suite par rapport a la quan- 
tite a chacune des integrales 

f x^^ ' a [ x^+ 'a’ f ^“’’dx, jf er<^ dx, jf x'f-'^e-<^^ dx, 

on trouvera 

rf" I -L arc tang-^ ) 

r i.‘2...ndx _ Vya V«/ , .r, 




1 .2. . . n dx 

dd ~) 

_j_ir Vv**/ 1. 3 . 5 . ..(2/1 — 


2 2 ^a^^sja 

dx 

1 . 3 . 5 . . .(2/1 — l) TT 

(l -r 

2.4.6. . .(2/2) 2’ 

X^ ^±«a: 

^ 

xn dx 

^ d’^{or-' ) 1 . 2 . 3 . . . « 


j' xV-*”-'^ e-<^ dx = + 0 Y{p), 


T{[i + n) = ii{i>. + i).. .{{i+ n — i) r(p.). 
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Conceyons maintenant que la fonction fipc^y) soil continue par 
rapport aux deux variables x et y, toutes les fois que a; reste compris 
entre les liinites a:#* X, et y entre les limites v#, Y. II est aise de voir 
que, pour de semblables valeurs de x et de v, la seconde des equa- 
tions (3) entrainera la suivante : 


(6) f f f{-^>y)dydx= C i(x,y)dy= f f f{x,y)dydx. 


En efFet, on tirera de la formule ( 2 ) 


f f f{x,y)dxdy=z f /{x,y)dx, 

dx, dy, d;x, 

puis, en multipliant les deux inembres par dy et les integrant par 
rapport a 7 , a partir dey = 0 , on retrouvera la formule ( 6 ). On aura 
par suite ^ 


(7) 


/ f f /{x,y)dxdyz= f f f{x,y)dydx 
dr, dy^ ^y, 


II resulte des formules ( 6 ) et ( 7 ) que, pour integrer par rapport ay, 

‘ f{x,y)dx, I /{x,y)dx, 

multipliees par la differentielle dy, il suffit d’inlegrer sons le signe J , 
et a partir dey =yo, la fonction /(a?.y) multipliee par cette meme 
differentielle. 

Souvent I’integration sous le signe J fait connailre les valeurs de 
certaines integrales definies, quoique I’on n ait aucun moyen d eva- 
luer les integrales indefinies correspondantes. Ainsi, quoique 1 on ne 

sache pas determiner en fonction de x I’integrale indefinie j — 

(fi, V etant deux quantit^s positives), n^anmoins, eomme on a gene- 
ralement, pour des valeurs positives de |x. 
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on en conclut, en multipliant les deux membres par dfx, puis inte- 
grant par rapport a p., a partir de p. = v, 

— a;'' , fjt 

(9) J la; a? . v 

•/o 


Parmi les formules de ce genre, on doit remarquer encore celles que 
nous allons etablir. 

Si Ton designe par a, b, c des quantites positives, une integration 
sous le signe J, relative a la quantite a, eflfectu^e a partir de a = e 
et appliquee aux integrates definies 


(10) 



^ax 




e-'^^sln bxdx — 


I 

■~3 

a 


a 

a*-h ft"’ 
b 


produira les formules 


O—CX g—OLX 


= l2, 

C 


(i>) 


/■ 

/■ 

r* , Cl ^ c 

J X sinbxdx =:arctang-^ — arc tang^> 


COS dx — ■J' 1 ^; ^3 

X ^ C^-\- b^ 


desquelles on tirera, en posant c = o et a = 00, 


(12) 




r dx 

cosbx — =00, 
X 



. , dx 
smbx-^ 

X 


TT 

2 


De plus, comme on a, pour des valeurs positives de h iyoir la trente- 
deuxifeme Legon), 


1 + 


(i-har)* 


'S{b) 





Ig-s 


et, par suite. 
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on en conclura, en supposant a et & positifs, ainsi que b — a, 

^ ^ I {^ + xy‘-T{b)l ® r(&) ’ 

puis en faisant b = i, prenant pour a un nombre de la forme — ’ 

et ayant egard a I’equation r(i) = i , on trouvera [iw> la formule ( 8), 
trente-deuxieme Legon] 


(i4) 


r(a)r(i-a) = -^^, 

sin ATT 


I [r(|)? = T:, r(i)=7r*=jr”i;"*e-=<f5= e-^'dx. 

Soient maintenant c^{x,y'), 'fix,y') deux fonctions propres a veri- 
fier I’equation 

do{_x,y) _dyX!^\y') 

dy ~ dx ‘ 

Si Ton substitue successivement les deux membres de cette ^nation 
a la place de dans la formule (6), on obtiendra la suivante : 

(i6) J [<f{x,y) —a{x,yt)'\dx=J lx{x,y) — ■j(^{x^,y)'\dy. 


Gelle-ci subsiste toutes les fois que les fonctions yX^'Y) 

restent Tune et I’autre finies et continues par rapport aux variables x 
et y, entre les limites des integrations. 

Concevons a present que Ton cherche une fonction de u propre a 
verifier I’equation 

(17) rf« = (p(a?,j')</ir-+-x(^» 7 ')«(y 


ou, ce qui revient au meme, les deux suivantes : 


(18) 

du . - 

(19) 

1! 
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On ne pourra, evidemment, y parvenir que dans le cas oil la for- 

iL 

mule (i5), dont chaque membre sera equivalent a se trouvera 

satisfaite. J’ajpute que, en supposant cette condition remplie, on 
resoudra facilement la question proposee. En effet, soient et 
des valeurs particulieres de x, y, et e une constante arbitraire. Pour 
verifier I’equation (i8), il suffira de prendre 


( 20 ) 



dx -h r, 


V designant une fonetion arbitraire de la variable et, comme on 
tire de la formule (20) 


^ _ r"’ do{x,y) , __ f'‘ dxix,y) dv 

“X. dy 


^y ^ 


dy 




il est clair qu’on verifiera en outre I’equation (19) si Ton pose 
(21) x(^o,y)=o, (’=J'x(^o,y)dy=J'^x(.^o,y)dy + B 

Par consequent, la valeur generale de u sera 


(22) 


(f{x,y)dx+J' x{xo,y)dy -i-e. 


Lorsque, dans les equations precedentes, on echange entre elles les 
variables 37, j, on obtient une seconde valeur de u qui s’accorde evi- 
demment avec la premiere, en vertu de la formule (16). 

On integrerait avec la meme facilite la differentielle d’une fonetion 
de trois, quatre, . . . variables independantes, et Ton prouverait, par 
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exemple, qiie, si Ics conditions 


( 23 ) 




~dz 


d'h{x,y, 5) 

dzi{x,y,z) 

dx 

“ dz 

d<a{x, V, -) 

_ = > 

dy 

dx 


se trouvent remplies, la valeur generale de u propre ii veriticr recpia- 
tion 


( 24) du = 9 (x, 5) dx + J. =)«[>'+- 


sera 


(25) u=f <s{x,y,z)dx-+- f x(*ro./. =) ‘(T T ' 

''■r, dy, «• !, 


,r„, ^0 designant des valeurs particulieres des variables or, y, 






OEnvres Ae C. — S- H, t. IV. 
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TRENTE-QUATRIEME LEQON. 

COIIPARAJSON DES DEUX ESPiCISS D’fNTfiGRALES SIMPLES QUI RfiSDLTENT DANS CERTAINS CAS 

d’u^’E integration double. 


Concevons que Tequation (i5) dc la Lecon precedente soil verifiee. 
Si Ton integre deuxfois cette equation, sayoir une fois par rapport a u- 
entre les limites X, et une fois par rapport a j entre les limitesjo, Y, 
on trouvera 


(') 


f [o{x,Y)-o{x,yo)]clx- f [x(X, 


Cette derniere formule etablit une relation digne de remarque entre 
les integrates qu’elle renferme. Mais elle cesse d’Mre exacte, lorsque 
les fonctions o(x,y), x{x,y) deviennent infinies pour un ou plusieurs 
systeraes de valeurs de a; et de j compris entre les limites x = Xt, 
x = X, y=yo, y = Y. Imaginons d’abord que ces systemes se 
rMuisent a un seul, savoir x = a, y = b. Dans ce cas particulier, 
les expressions deduites par une integration double des deuxmembres 
de la formule (i5) (trente-troisieme Leqon) pourront diflferer Tune de 
I’autre. Mais elles redeviendront toujours egales, si dans le calcul on a 
eu soin de remplacer cliaque integrate relative a x par sa valeur prin- 
cipale. Cette observation suflBt pour montrer de quelle maniere I’equa- 
tion (i) devra etre modifiee. En effet, si Ton designe par e un nombre 
infiniment petit, on trouvera, dans I’hypotliese admise, 


( 2 ) 


f [a{x,Y) — o{x,y<t)]dx-i~f Y) — 9 (j:,/„)] rf.r 

= f L7S'X.y) — ySa + B,y)+%{a~e,y) — x{xo,y)}dy, 

^ V,. 
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puis Ton en conclura, en faisant converger s vers la limife zero, 

'3) f [o{x,\)-o{x,y,)]dx= f [ 7 AX,r}--/J.r„y)]dy-X 

•^.r„ 

la valeur de A etant determinee par la formule 

(4) A = limr v)]rfj'. 

Dans le cas general, A sera la somme dc plusieurs tenues seniblables 
au second membre de I’equation (4). 

Exemple. — Si Ton pose 


9(J”. J) = 




X = i, 


les equations (3) et (4) donneront 
— ^dx zdv 


f ^=f -^-A, A^limf 


11 est facile de voir que les fonctions ) verificront 

I’equation (i5) de la trente-troisieme Lecon, si Ton a 


et, par suite. 


?(•»».>■) + z(-^> J) =/( “) 




« designant une fonction quelconque des variables x,y. 

11 est encore facile de s’assurer que les formules (i) et (3) sub- 
sistent sous les conditions enoncees, dans le cas merae ou les fonc- 
tions yX^'j) <ieviennent imaginaires. Concevons, par 

exemple, que, la fonction /(x) etant algebrique, on pose 


u-=:x +yy— I 
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On tirera des equations (5) 

3(.r,7)=/(.r+r\/^), vM, v) r=\l~ f{x ^ y \!~\), ■ 

ft de la fomuie (3) 

( f [/(•J? + Yv'^)-/(x+ ro\/^)](/a3 

(6l 

= V-'/ [/(X + yv'-O-X^o+jV-Ol^Z-A- 

I *'Vo 

Dans cette derniere, A s’evanouira si la foiiction f{x y-ys!— i) restc 
linic ct continue pour toutes les valeurs de et do comprises entrc 
les limitos x = x^, a; = X, j =yQ, j = Y. Mais, si, entre ces memos 
limites, la fonction /(x devient in6nie pour le systemc de 

valeurs x = a, y~b, alors la valeur de A sera donnee par Tequa- 
tion (4); et, si Ton fait, pour abreger, 


(“) j , , b — yn 

I y ■=: U ^ ZZ, Zq — — 


7 

L — J 


on trouvera 


^ ^ 

A=:v/^lim f {f{a-{-t-^y\l^i)—f{a — B+y^—i)\dy 

A-. 


= \/=liun r'5^k±l±<i±iiHEil 

/ ( I -h ^ 

-0 

§\a — s-¥ {b 4- 5s) — '] I j. 


( 8 ) 


Soient maintenant 

(9) 

(10) 


<7 + S + ( ^ -+■ « i,) l/ — l] — £4~(6 + £J) — l] , , /' 


I + S \j— I — I + Z\I— I 

ro(£)— nT(o) __ ij;(e) — (i(o) 
- — - 


= Z3j(£) 1 'ji(£)j 


cr(e), ’l'(e) et par suite a, p etant des quantites reelles. Supposons 
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d’ailleurs que Y surpasse et quc les fonctions — i , 

JV — i) restcnt finics ot continues par rapport aux variables .r 

et V entre les limites X, y^, Y. Comme on aura, on vertn di* la 

formule (9), 

. ®'(s) -t- V^— I 'y(5) -i- £ 4- -h JJ) V' — ij — .7’[rt — £ -t- ( /> 4- £3 I V — > I 

= .?'(a 4- £ 4- Y V' — t ) — rf'(<7 — S — y \ — 1 ), 

il est clair que les valeurs numeriques des quanlite.s £ 1 

resteront toujours tr'es petites aussi bien que celles des deux quan- 
tites a, p dont chacune peut etre presentee sous la forme cj'(0£) ou 
G designant un nombre inferieur a I’unite. Cela pose, on 
trouvera 

lim ^ £(a 4 - ^ =3 lim r (« 4 - 13 V ^ 

lim / [5r(£)4-v^^'i^(£)]i^5= / [®(o)4-v^^'Mo)l^-r 

puis, en faisant f = 4- i) = lime /{a 4- b\'— i 4- e), 

(11) \ = C [ib(o) 4- v^'}'(o)]rf3=:2fv/^ r Y^^=2;:fv — >. 

Si I’on avail y^ = h ou Y=b, Tintegrale relative a s dans la for- 
mule (ii) ne devrait plus etre prise qu’entre les limites s = o, 
s = co ou bien entre les limites s = — x, s = o, et par suite la 
valeur de A se reduirail a nf V— i* Dans la meme hypothese, le pre- 
mier membre de I’^uation ( 6 ) serait la valeur principale d’unc inte- 
grale indeterminee. II est encore essentiel d'observer que a 4- h\ -— i 
represente une racine de I’equation 

( 12 ) f(x) — ±OD. 

Si cette equation admettait plusieurs racines dans lesquelies les 
parties fussent comprises entre les limites a?,, X, et les coefficients 
de y* — I entre les limites 9^,, Y; alors, en designant par x„ 
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a?,„ ces memes racines et par f,, t, .... L les veritables valeurs quo 
recoivent les produits 

tandis quo leurs premiers facteurs s’evanouissent, on trouverait 

(13) A = 211(11 + lj4-. f/,i) v/ — 1. 

Ajoutons que chacun des termes f,, doit etre reduit a 

moitie toutes les fois que, dans la racine correspondante, le coef- 
ficient de v**— I coincide avec I’une des limitesjt,, Y. 

Lorsque la fonction /{cc -hy<J— i) s’evanouit : i° pour a; = ± oo, 
quel que soit 2 ° pour j = oo, quel que soit x, alors, en prenant 
= — 00 , X = -f- so, Jo = 0 , Y = 30, on tire de la formule (6) 

(1 4) f f{x)dx — ii. 

tJ — po 

Lorsque la fonction /(cc) se presente sous la forme et que 

ceux des termes f,, f^, ..., f,„, qui ne s’evanouissent pas corres- 
pondent tons a des racines de I’equation 

(15) F(a?) = o, 

I’expression A peut dvidemment s’ecrire comme il suit : 


(i6) 


A = 


271 


f(^.) , 


F'(irs) 



et I’equation (i4) devient 


('•) 



IM 

F(x) 


dx ■= 271 


I(£il 

F(^,) 


-i- 


f(^a) 



Dans le second membre de celle-ci, on doit seulement admettre les 
racines reelles de I’equation (i5) avec les racines imaginaires dans 
lesquelles le coefficient da y/— i est positif, en ayant soin de reduire 
a moitie tous les termes qui correspondent a des racines reelles. Cela 
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pose, on trouvera, pour F(a;) = i + a;®, ar, = v~i , 
(l8) J K f(^/rT), 

et, pour F(j7) = i — a;®, ar, = — i, ar 2 = + i. 


20f 


(•9) 


Cette derniere formule donne simplement la valeur principale de rin- 
tegrale qu’elle renferme. 

Examples. — Soit p. un nombre compris entre o et 2. Si I’on pose 
I’expression imaginaire 

conservera une valeur unique et determineo tant que v restera posi- 
tive {voir V Analyse algebriquet Chap. VII) ('), et Ton tirera des fbr- 
mules (18) et (19) 


(no) 


(21) 


h r" dx r“ .vV-i dx_ r. 

[ i-hx* i-t-a:* ~ 2Siii(Jfi3r)’ 

f [(v/37y + ^ -yi, 

*J 30 


/ * dx _ itcosdjxr 

I — j- ~2sin(4fir 




Si, dans la derniere des equations (20) et la derniere des equa- 
tions (21), Ton remplace x- par 5 et p. par aa, on reproduira les 
formules(8) et (9) de la trente-deuxieme Lecon, qui se trouveront 
ainsi demontrees, avec la premiere des equations (i4) de la trente- 
troisieme, pour toutes les valeurs de a comprises entre les limites o 
et I. 


(^) 0£upres de Catichjr, S. II, T- III, p- i53. 
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TRENTE-CmQUIEME LEgON. 

DIFFfiRENTlELLE d’une INTfiGRAiE DfiFIKIE PAH RAPPORT A UNE VARIABLE COMPRISE 
BANS LA FONCTION SOUS LE SIGNE J'y ET DANS LES LIMITES DE L^INTfiGRATION. 
INTfiGRALES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS D’uNE SEULE VARIABLE. 


Soil 


(0 



une integrale definie relative a s. Si, dans cette integrale, on fait 
varier separement, et independamment Tune de I’autre, les trois 
quantiles Z, x, on trouvera, en vertu des formules ( 5 ) (vingt- 
sixi^me Lecon), et de la formule (2) (trente-troisieme Lecon), 


(^) 


§=/(-, Z), 




"o). 


dA._ r^df(x,s) 
dx dx 


Par suite, si les deux quantiles z-^, Z deviennent fonctions de la 
variable x, on aura, en considerant A comme une fonction de cette 
seule variable, 


( 3 ) 





^/(•^■> g) 

dx 


dz+f{x,Z)^-f[^x,z,') 


dx 


Dans le cas particulier ou se reduit a une constante, et f{x, Z) a 
zero, on a simplement 


( 4 ) 


d 


df(x,z) 


dx 


Exemple. — Soient -0 = 370 (a^o designant une valeur particuliere 
et constante de x), Z = 07, et f(x, z):=(x- 5)™ /(z); on obtiendra 
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la formule 

if (^- =)’”/(=) d:s = ni f (a? -=)'«-*/(-) rf-, 

de laquelle on conclura 

(6) f f {a:-^zy-^f{z)dzdx=± f dz 

^0 -^0 *^0*0 

et 

(7) f f {oo-s)»‘-^f<^z)dsdx=^ f (j;-5)'»/(;)rfj + 3, 

© etant une constante arbitraire. Si m se reduit a I’unite, la for- 
mule (6) donnera 


( 8 ) 


f f f{z)dzdxz=f {x — z)f{z)ds. 


11 est maintenant facile de resoudre la question suivante : 

PaoBLiME. — Trouver la vahur genirah de y propre d verifier I’dqua- 
tion 


( 9 ) 




Solution. — Comme on peut mettre I’equation (9) sous la forme 

on en conclura, en integrant les deux membres par rapport a x, 

J f{x)dx =£ fix) dx-^e 

ou, ce qui revient au meme, 

(.») gS =£/(=)* +®- 

En integrant de nouveau, et plusieurs fois de suite, par rapport ala 
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variable cc, entre les limites ^q, oc, ayant egard aux formules (6) 
et (8), puis ajoutanfc au resultat de chaque integration une nouvelle 
constante arbiiraire, on trouvera successivement 


(II) i 




a ; — s 


z ) y( z ) — H 3 ( tX? ) “H j 




dr^-\r_r 

’*0 


T.2 


dx~J i. 2 . 3 ...(/i~ 2 )-'^ ’ I.2...(n 


(a; — 

■ 2 ) 


„ (a; -a?,)'*-* ^ ^ 

1 . 2 . - 3) 1 .2; . .(« ^ 


et enfin 


(12) 


I X i-a-3...(« — i)*^ " " ^i.2...(/( — i) 


— 2) “ 5) 


s, ©,, 0,, ..., 3„_, etant les diverses conslantes arbitraires. II 
importe d’observer que I’integrale definie comprise dans le second 
membre de I’^quation (12) peut etre aisement transformee b I’aide 
de la formule (17) (vingt-deuxieme Legon). En effet, si dans cette 
formiile on remplace x par s, et X par x, on en tirera 


(i3) rf{z)ds=f °f{x, + z)d=^f ' f { x - z)dz 


et, par suite, 

’* (x-zy-' 


(-4) 


4 ix37t;3o/(*.+»)* 


[ iXs^TTrrry 


Si Ton prenait, pour plus de simplicite, x^ = 0, la valeur de y. 
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donnee par Tequation (12), se reduirait a 




1.2. . ,{n — i) 


.2.. .(tz — 2) — 3 ) 


- . . . H- -r 


et la formula (i4) deviendrait 

Lorsqu’on se sert d’integrales indefinies, et que Ton se contente 
d’indiquer les integrations successives, les valeurs des fonctions 

ly ^n—%y d^-Zy 

air"-* ’ dx’^-^ ’ 

tirees de I’equation (9), se presentent sous la forme 

J J' .J f{x)dx.dx, J . J .J f{x)dx.dx.dx, ..., 

— X /(.^)dx dx.dx.dx. 

Ces dernieres expressions sont ce que nous appellerons des integrates 
du premier, du second, du troisieme, ... ordre, et enfin de Yordre n, 
relativement a la variable x. Pour abreger, nous les designerons dore- 
navant par les notations 

(17) fA^)dx, j^f{x)dx\ J’JJ/{x)dx^, -JJ .../(x)dx’’, 
auxquelles nous substituerons les suivantes 

i r/(x)dx, r r/(x)dx'-, cyr^dx*, 

... J •'Xu •'Xu Xu 


f f .•.fl,3!)dx”, 

•'Xu 


quand nous supposerons chaque integration relative a x effeetuee 
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entre les limites x^, x. Cela pose, on aura evidemment 


{•9) 


= TX^rj) [^-£/(=)«=- .-7 Vw-i= 


(rt— l)(« — 2) 


1 .2 


r z^f{z)ds-...± f z'^^f(z)dz 

".I'e *'*11 


ou, ce qui revient au meme, 


(20) 


rr...f{x)dx'> 

— — i — ^ r f(^x)dx~ 



On peut verifier directement la formule (20), a I’aide de plusieurs 
integrations par parties. 

Soit maintenant F(a:) une valeur particulifere 7 propre a verifier 
I’equation (9), en sorte qu’on ait 

(21) F<”)(2;)=/(j;). 


Si la fonction F(a;) et ses derivees successives, jusqu’a celle de 
I’ordre n, restent continues entre les limites x^, x, alors, en posant 
x = Xt dans les formules (10), (i i) et (12), on trouvera 


(22) 


© = F('‘-‘)(2:„), S. = F(»-*)(^.), 


:F(»-»)(«^o), 


®ii-s — Fq^Coli ®»-i — Ft^Jo), 


et la formule (12) donnera 


(23) 


F(x) = F(^.)+^-^F'(^o) + ... 


+ 




De cette derniere, combinee avec I’equation (19), on deduit la sui- 
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(24) 


t-' j'., I • 2 




(r-x,)”-' 
i.a.3...(/i — i) 




qui renferme, comme cas particulier, la formule (17) de la vingf- 
sixieme Le^on. Lorsqu’on suppose x„ = o, I’equation (24) se reduit a 


(25) 


f f ...f{x)dx'‘=F(x)~F{o)--F'(o) 

Ja *Jn I 


— — F^Co)-... ^ 

1.2 I . 2 , 3 . . . ( /2 — I ) 


Ff"-* (o). 


Exemple, — So it F(a;) = on aura 

f{x) — 

et, par consequent, 


e^dx^—e ^ — I — — ^ 




f f . 

Jq Jq I 1.2 ’ 1.2.3. . .(n — I) 

I.2.3...(rt — l) 


(26) 
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TRENTE-SIXIEME LECON. 

TRAirSFOItHATIOS DE FOJfCTIOKS QUELCOKQOES BE « OB DE O! + A EN FONCTIONS ENTltRES 
BE X OU BE h ACXQCELLES S’aJOCIEXT DES IKTEGRAIES BfiFINIES. EXPRESSIONS 
EQCIVALENTES a CES MfiMES INTSGRALES. 


Si, dans I’equation (aS) de la Le?on prkedente, on remplace/(i:) 
par sa valeur F'">(5), tiree de la formule (21), on trouvera, sous les 
memes conditions, 


F(^) = ^ FVo) + F"(^o) 


) •^1’)” - Ft"-*>(a^o) 4- f — ^ * -F('*)(g)rf; 


puis, en posanta;o = o> 


F(^) = F(o) + j F'(o) + — F»(o) . . 


^ — X— — F(''-‘) (0) + r — — F(")(- 

1.2.3. j 1.2.3. . .(«— I) 


Si Ton fait dans celle-ci F(a:) = + A), el qu’ensuite on echange 

entre elles les deux lettres x et A, on obtiendra I’equation 


f{x + h) =f{x) + ^J'{x) + +. . . 

/,»-I 
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dans laquelle le dernier terme du second membre pent efre presente 
sous plusieurs formes difFerentes, puisqu’on a, eri vertu des for- 
mules (i4) et ( 19 ) de la trente-cinquieme Lecon, 


(4) 


I.2.3...(rt — I)-' 

^0 ‘•'o 


L’equation (3) suppose que les fonctions /(x + z), z), . ... 

y(n)(aj_l_-) resfent continues entre les limites 3 = 0, z = /i. On 
pourrait la deduire immediatement de la formule (i) en prenant 
a; = ajo -t- h, puis remplagant par a; et F par /. Seulement Je der- 
nier terme du second membre serait alors la troisieme des integrales 
comprises dans la formule ( 4 ). 

Au reste, on pent demontrer directement I’equation fS) a I’aide de 
plusieurs integrations par parties, en operant a peu pres comme I’a 
fait M. de Prony dans un Memoire public en i8o5. En effet, si, dans 
la formule (i3) de la Legon precedente, on remplace d’abord x par 
37(1 -+- 4 et ensuite x^ par x, on en tirera 


(5) 


f /(x + s)dz=f f(^x+h — z)dz. 


On aura done, en consequence, 
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D’ailleurs, en integrant par parties plusieurs fois de suite, on trouve 


' J' f'{x-\-h — z)dz 

■=z'^f’{x->rh — z)-^ J" ^/"{x + h — c)ds 

+ ^/I«{a; + h — z)dz 


(7) 


= :if(x + h-z) + —f''{x + h-z)+... 


+ 


I .2. . .(/I — l) 







I .2. . .(/I — l) 


+/2 —‘ Z ) dz ; 


puis, en supposant que chaque integration soit effectuee entre les 
limites ;; = o, s = A, et que les fonctions f{x 4 - s), f'(x + s), . . . , 
+ z) restent continues entre ces monies limites. 





hn^X 


1.2.3, ..(/Z — j) 




'f 1.2.3.. 


Gela pose, on deduira evidemment de la formule (6) une equation 
qui s’accordera, en vertu de la formule (4), avec I’equation (3). La 
meme methode pourrait encore servir a etablir directement I’equa- 
tion ( 2 ). 

Non seulement les integrales renfermees dans les seconds membres 
des formulas ( 2 ) et (3) peuvent etre remplacees par plusieurs autres 
semblables a celles que comprend la formule (4), mais on doit encore 
conclure de I’equation (i3) (yingt-troisieme Le?on) qu’elles sont 
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equivalentes a deux produits de la forme 


(9) F.-H9X) r '"-f- ,9^ 

(10) + eh)f‘ — ~ ^ dz = /.«>(. 

J . 2 . 3 . ..(/?— 1 j 1 . 2 . 3 . ' 


r -t- 9// K 


G designant un nombre inconnu qui peut varier d'un produit a Tautre 
en restant toujours inferieur a I’unite. On aura par suite 


(^0 < 


^ F(^) =:F(o) + ^ F'(0) + ^F"(0)+.., 


J . 2 ^. 3 . . . ( // — I ) 


F(«-« (o) ■ 


1 . 2 . 3 . . . /i 


F'" 


(i 2 ) < 


I Ax + h) =/(^) -f- !ij’(x) + +. 


f^n-^ 


I.2.3...(rt — i) 




/i" 


I . 2 . 3 . . . /< 


/■'" (.r -r 5/j I. 


II est essentiel d’observer que la fonction F(d::), avec ses derivees 
successives, doit rester continue, dans la formult* (ii), entre les 
limites o, x, et la fonction f{x + z), avec ses derivees successives, 
dans la formule (la), entre les limites z = o, z = h. 

Soit maintenant u = /(x, y, z, . . .) une fonction de plusieurs 
variables independantes x, y, z, et faisons 


(i3) F(a)=/(j:-i-a dx,y -f- xdv, z -t- xdz, . . .). 


On tirera de la formule (ii), en y remplacant x par a, puis ayant 
egard aux principes etablis dans la quatorzieme Legon, 


(i4) 


f{x -¥■ a dx,y + a dy, 3 + « dz, — ) 


a , ot - 

u — du-\ a* a ■ 

1 1.2 


1 . 2 . . .(« — l) 


■ ’ m- 


1.2.3.. 


F<*'(9a). 


QEut>res de C~ — S. U, t. IV. 


28 
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Si la quantile a devient infiniment petite, il en sera de meme de la 

difference ^ j„ 

— Fi«)(o) ou — 

et, en designqnt par ^ cetle difference, on trouvera 
j ^ dx,v -+- X dy, = -H a dz, . . .) 

1 —u-h-du-^ d-u-i-... 

(15) ' I I -a 

I _i d’‘-‘ u H ^ (rf" a -+■ (3 ). 

! 1.2. 1.2.3.. ./I 

Quand les variables independantes se reduisent a une seule variable cc, 
alors, en posant r = fix'), on obtient la formule 


a - cfr 


f{x->rxdx)—yJr-^dy-^-f^ d^y H- . . . 


1,2.3. . .{/i — i) 




I . 2 . 3 . . . « 


(«"'/-!- (3)- 


Concevons a present que, pour une valeur particuliere Xo attribuee 
a la variable x, la fonction /(x) et ses derivees successives jusqu’a 
celle de I’ordre n — i s’evanouissent. Dans ce cas, on tirera de la for- 
mule ( 12 ) 

(, 7 ) h) = ^ ’ 

puis, en substituant a la quantile finie h une quantile infiniment 
petite designee par i, 

(18) /( 2:0-1- i) - ^^'1- 

% 

Lorsquc, parmi les fonctions /(a?), f'{x), . . . , /^"'"fx), la premiere 
estla seule qui ne s’evanouisse pas pour x = x^, I’equation (r8) doit 
etre evidemmenl remplac^e par la suivante : 

(19) /(jTo -H 0 "/(■yo ) = ; . 2 . 7 . b 
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Si, dans la meme hypothese, on ecrit a: au lieu de a*,,, ct si Ton pose 

/( jc ^ ~ y, Hx — i — y. /?, 

I’equation (rg) prendra la forme 

( 20 ) Ar = 

I . 2 . O . . . /i ‘ 


^ designant aussi bien que a une quantile infiniment petite. On pour- 
rait encore deduire de la formule (20) de I’equation (16), en obser- 
vant que la valeur attribuee a a? fait evanouir les dilferentielles dy, 
d-y, ..., en meme temps que les fonctions derivees f'(x), 

L’equation (20) fournit les moyens de resoudre le quatrieme pro- 
bleme de la sixiemo Le§on, dans' plusieurs cas oil la methode que 
nous avions proposee est insuffisante. En effet, supposons que,_y et 
designant deux fonctions de la variable a?, la valeur particuliere 

attribuee a cette variable reduise a la forme -> non seulement la 

O 


fraction s = -> 


mais encore les suivantes —,y 

V 


m 



-im-i) 


Aiors, 


en faisant Ax = adx, et designant par p, y deux quantiles infiniment 
petites, on aura pour x = a:,, 


(21) 


(22) 


Ay: 


Az = 


fUl 


1.2,0. . .m 
a'” 




[d" 


- 

s — lim — = lim 7— =: lino 

y -h Ay Ay 


1 . 2 . 3 . . . w 

Az d''‘z + y 


'th 


d"'z _z'"‘' 

” d^- ~ yi^ ' 


Exemple. — On aura pour x — o 

sin-a: _ d^{s\n^x) . _ 2(cos*a- — sin^a-) 
I — cosa; — cosa ) 


cos a.' 
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TRENTE-SEPTIEME LEgON. 


THfiORtJtES DB TAVLOR ET 0E MACLACRJN. EXTEJiSION DE CEB THSOREMES AUS FONCTIONS 

DE PLCSIEORS VARIABLES. 


On appelle serie une suite indefinie de termes 

(ij Wn» •••? 

qui derivent Ics uns des autres suivant une loi connue. Soil 

= Jid -1- «i 4- «j + . . . + «n-i 

la somme des n premiers termes, n designant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s„ 
s’approche indMniment d’une certaine limite s, la serie sera dite con- 
wrgente, et la limite s representee par la notation 

Wq 1 ^2 -h W3 -f- . . . 

s’appellera la somme de la serie. Si, au contraire, tandis que n croit 
indefiniment, la somme ne s’approehe d’aucune limite fixe, la serie 
sera divergente, et n’aura plus de somme. Dans Tun et I’autre cas, le 
terme correspondant a I’indice At, savoir se nomme le terme general. 
De plus, si dans la premiere hypothese on fait ^ — r„ sera 
ce qu’on nomme le reste de la serie, a partir du n’™® terme. 

Ces definitions etant admises, il resulte evidemment des for- 
mules ( 2 ) et (3) de la trente-sixieme Legon que les series 


( 2 ) 

F(o), 

fF'(o), 


1.2.3 

F»{o), 

(3) 


7 f\^)j 

h} 

h? 

1 . 2.3 

/"'(tr), 
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seront convergentes, et auront pour sommes respectives les deux fonc- 
tions F {x), f(^x + A), toutes les fois que les deux integrales 


(4) 


(.T — 


U 9 x), 


X “Xs:-. i _ 1) + =) + 


5/0 


convergeront, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero. 
On trouvera, en consequence, 

(6) F(^) = F(o) - i F'{o) + — F"(o) + F» 

1.2 I.2.0 


si 1’ expression (4) s’evanouit par des valeurs infinies de «, et 

(7) fix + h)=f{x)+^/'{x)+^J\x)+-^f’[x}+..., 


si I’expression (5) satisfait a la meme condition. Les formules (6) 
et (7) renferment les theorfemes de Maclaurin et de Taylor. Elies 
servent, quand les integrales (4) et (5) remplissent les conditions 
prescrites, a developper les deux functions F(£c) ct /(x + A) on series 
ordonnees suivant les puissances ascendantes et entieres des quan- 
tites X et A. Les restes de ces series sont precisement les deux inte- 
grales dont nous venons de parler. 

Supposons maintenant que Ton designe par u = f{x,y,z, ...) 
une function de plusieurs variables independantes, et qu’aux equa- 
tions (2) et (3) de la Legon precedente on substitue I’equation (i4). 
On conclura de cette derniere 

( ^ ^fy *5 4 - . . . ) 

1 ^ J 

/ =:u -\ — H d^u-] 7: a® M 4- . . . , 

\ I 1.2 1.2.3 

toutes les fois que le terme ^ - g, - F‘">(6a), ou plutdt I’integrale 
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que ce terme represente, et que Ton pent ecrire sous la forme 


19 ) 



1 .2 .3. . .(« — 1) 


F(”) ($>)«?(', 


s’evanouira pour des valeurs infinies de n. On trouvera par suite, en 
posanta = i, 

. , , , . du d^u d^u 

(^•’) f{^~i-dx, y -h-dy, z + dz, . . .) — u.-\ — ^ — I- ^ 4- -h- ■ 

pourvu que I’integrale 


(lO 


J. 


1 . 2 . 3 , ..(/i — I) 


F'">(e)rf(' 


verifie la condition enoncee. Quand les variables independantes cc, y, 
jj, . . . se reduisent a la seule variable x, I’equation (10) devient 


( 12 ) 


,, , , du d^u 

dx) — ii f- “H 

' - 1.2 


d^u 
1 .2.3 


Celle-ci coincide avec I’equation (7), c’est-a-dire avec la formule de 
Taylor. En y rempla?ant x par zero et dx par x, on retrouverait le 
theoreme de Maclaurin. Ajoutons que I’equation (10), et celle qu’on 
en deduit lorsqu’on y remplace x, y, z, . . . par zero, puis dx, dy, 
dz, ... par X, y, z, ... fournissent le moyen d’etendre les theoremes 
de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables. Remar- 
quons enfin que les equations (6), (8), (10), (12) coincident avec les 
equations ( 4 ), (6), (7), (8) de la dix-neuvieme Le^on, dans le cas 
oil F(a:) et /(«) representent des fonctions entieres du degre n. 

Comme, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxifeme Le^on), I’in- 
tegrale (4) est equivalehte a un produit de la forme 


(i3) 


X 


{.v — fla:)®-* 

I .2.3.. .(/l — l) 


F(">(Sa-), 


6 designant un nombre inferieur a Tunite, il est clair que des valeurs 
infinies de n feront evanouir cette integrate, si elles reduisent a z4ro 
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ia fonction 
(< 4 ) 


f.r — s)"-* 

1 .2.3 . . .(n — i) 


F' 


pour toutes les valeurs de z renfermees entre les limites o et x. Cette 
derniere condition sera evidemment remplie, si la valeur numerique 
de I’expression F'"i(9a;) supposee reelle, on le module de la meme 
expression supposee imaginaire, ne croit pas indefiniment, pendant 
que n augmente. En effet, puisque la quantite 




croit avec le nombre m entre les limites = et que Ton a 

par suite 

n - 1 

1 ■ i) < 2(rt — - 2) < 3(/? — 3)<. . 1 .2.3. . — i) >(/^ — i; " . 


on peut affirmer que la valeur numerique ou le module de I’expres- 
sion (i4) restera toujours inferieur a la valeur numerique ou au mo- 
dule du produit 



Or ce produit deviendra nul, dans I’hypothese admise, pour « — x. 

Exemples. — Si Ton prend pour valeurs successivcs de la fonc- 
tion F(a;) 

e*, sinj;, cos a:, 

on trouvera pour les valeurs correspondantes de F"J(6a:) 
e®*, sin -1- cos -t- 

Comme qes derni^sres quantiles restent finies, quel que soil x, tandis 
que n augmente, on doit en conclure que le theorbme de Maclaurin 
est toujours applicable aux trois functions proposees. On aura, en 
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consequence, pour des valeurs quelconques de x et pour des valeurs 
positives de A, 


X X' X'^ 

(i6r = H ^ 1 r 

I 1.2 1. 2.3 


I 1.2 1.2.8 


. , , X . jT\ X- . /27r\ . /StiX 

( 17 ) s.n. =:s.D(o) +-smy +- + ^ 

'V 

X /7r\ x^ /27r\ /SttN 

I l8) COSJ'~COS(o) -f-COS - H cos ~ H ^ COSI — H-... 

' I \2/ 1.2 \ 2 / 1.2.3 \ 2 / 


X 






1 1.2.3 1.2.3.4.5 




.27- 

1.2 




1.2. 3. 4 


Lorsque la fonction P"'(9ar) devient infinie pour des valeurs infi- 
nies de n, I’expression (i4) peut encore converger vers la limite zero. 
C’estce qui arrivera, par exemple, si Ton prend ¥(x) = l(i +x), et 
si en meme temps on attribue a x une valeur numerique plus petite 
que I’unite. En effet, on trouvera dans ce cas, en supposants = 9a;, 
9<i,a;-<i, 


^*9) 


1.2.3. . .(« — i) 



(i + Zf 


X”-' 1 1—6 y 

~8\T^) > 


J 

et, comme la fraction — t- sera evidemment inferieure a I’unite, il 

1 + OX 

est clair que I’expression (tg) s’evanouira pour n = x. On trouvera, 
en consequence, pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
limites - 1 et +i. 


( 20 ) 


!(>■ 


. X X- 

■x) — 

1 2 
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TRENTE-HLITIEME LECON. 

Ik 

RfeGLES SUR LA CONTERGEKCE DES SERIES. APPLICATION DE CES RfeGLES 
A LA SERIE DE MACLAURIX. 


Les equations (6) et (7) (trente-septieme Le?on) ne pouvant sub- 
sister que dans le cas oil les series (2) et (3) sont convergentes, il 
importe de fixer les conditions de la convergence des series. Tel est 
I’objet dont nous allons nous oceuper. 

L’une des series les plus simples est la progression geometrique 

(1) a, ax, ax*, ax*, ...» 

qui a pour terme general aac/^. Or la somme de ses n premiers termes, 
savoir 

I — x”' a CLx^ 

^ I — X \ — X \ — X 

convergera evidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 
limite fixe si la valeur numerique de la variable x supposee 

reelle, ou le module de la meme variable supposee imaginaire, est un 
nombre inferieur a I’unite, tandis que, dans le cas contraire, cetle 
somme cessera de converger vers une semblable limite. La serie (i) 
sera done toujours convergente dans le premier cas et toujours diver- 
gente dans le second. Cette conclusion subsiste lors meme que le fac- 
teur a devient imaginaire. 

Considerons maintenant la serie 

(2) ««, «i, u», 

composee de termes quelconques r§els ou imaginaires. Pour decider 

OEuvres dc C, — S. II, t. IV. ^9 



2-26 RESUME DES LECTONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL. 

si elle est convergente ou divergente, on n’aura nullement besoin 
d’examiner ses premiers termes, que Ton pourra meme supprimer de 
maniere a remplacer cette serie par la suivante 

(3) 

m designant un nombre aussi grand que Ton voudra. Soit d’ailleurs 
la valeur numerique ou le module du terme general il est clair 
que la serie (3) sera convergente si les modules de ses differents 
termes, savoir 

(4) P/nj pw4-l> Pm-h29 • • • > 

ferment a leur tour une serie convergente, et qu’elle deviendra 
divergente si ne decroit pas indefiniment pour des valeurs crois- 
santes de n. Cela pose, on etablira facilement les deux theoreraes qui 
suivent. 

THEORtME I. — Cherckez la limite ou les limites vers lesquelles con- 

1 

verge, tandis que n croU indefiniment, V expression (p„)"; et soit \ la 
plus grande de ces limites. La serie ( 2 ) sera convergente, si Von a X <| 1 ; 
divergente, sil’ona'K'^i. 

Demonstration. — Supposons d’abord X<^i, et choisissons arbi- 
trairement entre les deux nombres i et X un troisieme nombre (a, 

en sorte qu’on ait X < [jl < i ; n venant a croitre au dela de toute 

1 

limite assignable, les plus grandes valeurs de (pn)" ne pourront s’ap- 
procber ind^dniment de la limite X sans finir par etre constamment 
infdrieures k [a. Par suite, ii sera possible d’attribuer au nombre 
entier m une valeur assez considerable pour que, n devenant egal 

OU superieur a m, on ait constamment (pn)"< p«< Alors les 

termes de la serie (4) seront des nombres inferieurs aux termes cor- 
respondants de la progression geometrique 

(5) fjt®, 

et, eomme cette derniere sera convergente (a cause de [a<i), on 
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devra en dire autant de la serie (4) et, par consequent, de la serie ( 2 ). 

Supposons en second lieu i, et placons encore entre les deux 
nombres i et A un troisieme nombre [jl, en sorte qu’on ait A >• p. >• i . 

Si n vient a croifre au dela de toute limite, les plus grandes valeurs 

1 

de en s’approchant indefiniment de A, finiront par surpasser [x. 

1 

On pourra done satisfaire a la condition (pn)"> p. ou . par 

des valeurs de n aussi considerables que Ton voudra; et par suite, on 
trouvera dans la serie (4) un nombre indefini de termes superieurs a 
I’unit^, ce qui suffira pour constater la divergence des series ( 2 ), (3) 
et(4). 

Theor£me II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport 
converge vers une limite fixe A, la s6rie ( 2 ) sera convergente toutes les 
fois que I’ on aura A < i , ef divergente toutes lesfois que Von aura A > i . 

Demonstration. — Choisissez arbitrairement un nombre t inferieur 
a la difference qui existe entre i et A. II sera possible d’attribuer a m 
une valeur assez considerable pour que, n devenant egal ou supe- 
rieur a m, le rapport ^ demeure toujours coinpris entre les deux 
limites A-£, A + e. Alors les differents termes de la serie (4) se 
trouveront compris entre les termes eorrespondants des deux pro- 
gressions geometriques 

Pm, + •+«)’> •••» 

lesquelles seront toutes deux convergentes, si I’on a A<i, et toutes 

deux divergentes, si Ton a A ^ i . Done, etc. 

Scolie. — II serait facile de prouver que la limite du rapport 
dans le cas oil cette limite existe, est en meme temps celle de 1 ex- 
pression (p„)". [YoirV Analyse algebrique {'), Chap. VI. j 


(1) ^EuQres de Cauchy y S. H, T. Ill, 
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En appliquant les th 4 oremes (i) et (2) a la serie de Maclaurin, 
savoir 

(6) F(o), fFXo), 7 ^F-(o), 

on obtient la proposition suivante : 

iH^OKiiME III. — Soient la valeur numerique ou le module de 1’ ex- 
pression F^"’(o), et \ la limite vers laquelle comer gent, tandis que n eroit 

indejiniment, les plus grandes valeurs de (pn)" encore la limite 

unique (sicette limite existe') du rapport Aa serie (6) sera comer- 
gente toutes les fois que la valeur numdrique ou le module de la variable x 
sera infirieur et diver gente toutes les fois que la valeur numerique 

ou le module surpassera | ■ 

Exemples. — Si Ton prend pour valeurs successives de F(ir) 
e®, sinar, cosa?, I(i4-a;), + 

[A etant une quantite constante, les valeurs correspondantes de | 
seront 

00, 00, < 30 , I, I. 

Par suite, les series comprises dans les equations (16), (17), 
(18) de la trente-septieme Legon resteront convergentes entre les 
limites x = — x,, a; = + 00, c’est-a-dire pour des valeurs quel- 
conques de x. Au contnaire, la serie 

1.2 TITS 

1.2.3. ^ ' ••• 

etcelle que renferme la formule (20) (trente-septieme Legon) ne seront 
convergentes, si la variable x est reelle, qu’entre les limites x = — i, 

Xz=-\-l. 

Nous avons d 4 ja remarque que la serie (6) est reelle et qu’elle a 
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pour somme F(x) toutes les fois que, la variable x etant reelle et la 
variable s etant comprise entre les limites o, x, I’expression (i4) 
(trente-septieme Lecon) s’evanouit pour des valeurs infinies de n. 
Or cette derni^re condition sera evidemment satisfaite si I’expres- 
sion dont il s’agit est le terme general d’une serie convergente, ce 
qui aura lieu, en vertu du theoreme III, si, pour des valeurs erois- 
santes de n, le module ou la valeur numerique du produit 


( 8 ) 


m — z 

n F'“>(x;) 


converge vers une limite inferieure a I’unite. 


Exemple. — Soit 


F(jr)=:(n-a;)(‘, 


(x designant une quantite constante. Si dans I’expression (8) on rem- 
place s par Bx, cette expression deviendra 

i-hax n «/ 

et convergera pour des valeurs croissantes de n vers une limite de la 
forme — limite dont la valeur numerique sera inferieure a 

I’unite, si Ton suppose a;-< i. On aura done, sous cette condition, 


^ ' I 1.2 1.2,0 

On prouverait de meme que I’equation 


(.o) (I + I + f ax + a*x*+ + . . 


1.2 


P-(F — »)(F — a) 
1 . 2.3 


subsiste, pour des valeurs reelles ou imaginaires de la constante a, 
tant que la valeur numerique de x est inferieure au module de 
On pourrait croire que la serie (6) a toujours F(a;) pour somme, 
quand elle est convergente, et que, dans le cas ou ses differents 
termes s’evanouissent Tun apres I’aulre, la fonction F(aj) s’evanouit 
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elle-raeme; mais, pour s’assurer du contraire, il suffit d’observer que 
la seconde condition sera remplie, si Ton suppose 

F(a;) — e , 

et la premiere, si I’on suppose 

F(a;) = e~**+ c . 

Cependanl la fonction e n’est pas identiquemeiit nulle, et la 
serie deduite de la derniere supposition a pour sorame, non pas le 

-(-Y 

binome 6“®'+ e , mais son premier terme 
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TRENTE-NEUVlilME LECON. 


DES EXPONENTIEILES ET DES LOGARITHMES IMAGINAIBES. I’SAGE DE CES EXPOXESTIELLES 
ET DE CES tOGABITHHES DAKS LA DETERMINATION DES ISTEGRALES SOIT DEFINIES. 
SOIT INDfiFINIES. 


Nous avous prouve dans la trente-septieme Lecon que I’exponen- 
tielle (A designant une constante positive, et a? une variable reelle 
est toujours equivalente a la somme de la serie 


en sorte qu’on a, pour toutes les valeurs reelles de x, 
(2) 


.rlA a:«(lA)* ar’(IA)’ , 


1.3 


D’autre part, comme, en vertu du theoreme III de la trente-huitieme 
Lecon, la serie (i) rcste convergente pour des valeurs imaginaires 
quelconques de la variable x, on est convenu d’etendre I’equa- 
tion (2) a tous les cas possibles, et de s’en servir, dans le cas ou la 
variable x devient imaginaira, pour fixer le sens de la notation A"^. 
Cette convention etant admise, on deduit facilement de I’equation (2) 
plusieurs formulas remarquables que nous aliens faire connaitre. 

D’abord, si Ton prend A = e, Tequation (2) deviendra 


( 3 ) 


00 ” 

I \ — 

I 1,2 


or 


1 . 2.3 


Si Ton pose dans cette derniere a: = 5 i designant une variable 
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reelle), on ti’ouvera 


I . 2 


^4 


1 .2.3.4 



I 


^3 

.2.3 



et, par suite, 

(4) e-v'‘^i = cos;jr-+\/— I sin^r. 

On trouvera de meme 

(5) cos^; — \J — I sin^, 

puis on conclura des equations (4) et (5) combinees entre elles 


(< 3 ) 




cos 5: 


smz = 


g— 5^— 1 

2 v/— I 


Soit, en second lieu, x={a-hb\j— 1)5, a, b, designant deux con- 
stantes reelles- Alors la serie comprise dans le second membre de la 
formule (3) sera precis6ment celle que I’on deduit du theoreme de 
Maclaurin, applique ala fonction imaginairee®®(cos6s +y'— isin^s). 

On aura done 

/ 

(y) g{tM-by/—\)z— e“=(cos65 + \/ — I sinis) 


Cette derniere formule est analogue a I’equation identique 

Ma-i-d)z — ^az 

de laquelle on la deduirait, mais par induction seulement, en sub- 
stituant a la constante reelle b une constante imaginaire bsj— i . Nous 
ajouterons qu’en s’appuyant sur la formule (7) on etend sans peine 
I’equation 

(8) e*+y=e*eJ' 

a des valeurs imaginaires quelconques des variables oe, y; et qu’en 
comparant la formule ( 2 ) a la formule (3) on en tire, pour une 
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valeur quelconque de x, 

(9) A-* = e^‘A 

Coticevons maintenant que, u et v designant deux quantiles reelles, 
on cherche les diverses valeurs de x propres a.resoudre les deux 
equations 

(«o) 

(ii) e*= H -+- ey/— i . 

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de — i, 

1® dans le syst'eme dont la base est A; 2” dans le systeme neperieii 
dont la base est e. De plus, comme, en vertu de la formule (9), les 
logarithmes de I’expression « + — i dans le premier systeme se- 

ront egaux aux logarithmes neperiens de cette meme expression 
divises par lA, il suffira de resoudre I’equation (n). Cela pose, fai- 
sons a; = a -t- \!—i , a, p designant deux quantites reelles. La for- 
mule (i i) deviendra 

II ,, — j . 

puis Ton en tirera e“cosP = «, e®sinp = v et, par consequent, 

i 

(13) 

(iS) COSj3 = — =JL=> sinS = ■ ■ * 

Or, on satisfait a I’equation (12) par une seule valeur reelle de a, 
savoir a = ^1 (k'-i- e®). De plus, en designant par n un nombre 
cntier arbitraire, on satisfera aux equations (i3) par toutes les valeurs 
de p comprises dans la formule 

(14) P = 2«7r -H arc lang^, 
si u est positif, ou dans la suivante 

(15) P = ( 2 rt -i-i)7r-{-arctang^> 

OEuvres de C. — S. 11, 1. IV, 
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si u devient ncgalif. 11 existe done une infinite do logarithmes imagi- 
naires de Texpression u + vf^. Le plus simple de tous ces loga- 
rithmes, dans le cas oii la quantite u reste positive, est celui qu’on 
obtient cn posant n — Q, savoir ^ 1(«= -4- -i- v' - i arc ta^g-- Ce 
memo logarithme, qui, pour une valeur nulle de e, se r6duit au loga- 
rithme reel de u, sera celui que nous designerons par la notation 
(voir V Analyse algebrique, Chap. IX), en sorte qu’on 
aura pour des valeurs positives de u 

(i6) l(« + ev^^) = arc tangi- 

Par suite, si rrepresentc une quantite positive, et t un arc reel com- 
j)ris onlre les limites — T’ I’equation 

(i^) X = /-(cost -t- I sini) = 


entrainera la suivante 

118) \x=:\r-^t\!~i. 

Les formules qui servent a differentier les exponentielles et les 
logarithmes reels subsistent, lorsque ces exponentielles et ces loga- 
rithmes deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on reconnaitra 
sans peine que Ton a : 1 ° pour des valeurs imaginaires de la va- 
riable .r, 

(19) de^^e^dXf 

dxV 

( 20 ) dl(±x)=—; 


2 ” pour des valeurs reelles des variables x, y, =, et des constantes a, 

df b % 

(21) e'’+r f^^(dx -f- dy i). 




( 22 ) 
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1 [= (a' - a - ^ , 

~ a — i V ^ 

j[± (.r — y. )J — — ., 

x— 

cle fJa^hy^-i.'zyfj a- — i )(/:. 

Dans ces diverses formules, on doit adopter, apres la lettre 1 , le 
signc + ou le signe — , suivant quo I’expression imaginairc dont on 
prend le logarithme neperien a une partie reelle positive ou negative. 
De ces memes formules on deduira immediatement les suivantes 


(23) 

( 24 ) 


( 20 ) 


) ,/ — P V— I 


{S. + 'B\l-i)dx 


: (.4 + Bv l) |[± (j:" — 5! -T- I,)] -r- £, 


— 1)3 »i« ^ 


(26) i 


a + b : 


1/^- 


g(a+i,'— 1); d- — 


« ( H — I ) 


a-riV“‘ - {_a + b\'—i)z (fl + iy— i)";’ 


lesquelles s’accordent avec les formules etablies dans les vingt- 
huitieme et trcntieme Lecons. 

Les exponentielles et les logarithmcs imaginaires peuvent encore 
Mre employes avec avantage dans la determination des integr.ales de- 
finies. Ainsi, par exemple, il resulte dc la seconde des equations (2G ) 
que la formule donnee ligne i 3 de la page 192 subsistc, quand on y 
remplace la constante a supposec reelle par la constante imaginairc 
a + b^~i. On obtient alors I’cquation 


(27) 


r 




I .2.3. . .« 
{a-^bsT^f 


laquelle coincide avec la formule de la ligne i 4 de la page citee. De 
plus,’il est clair que la formule (18) de la trente-quatritoe Leron 
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subsistera encore, si, au lieu de prendre pour f(a;) une function alge- 
brique, on pose successivement 

= f(.r) — (— = , 

l(i — /•a :\/ — ;) 

jj., a, r designant trois constantes positives, dont la premiere reste 
comprise entre les limites o et 2. On trbuvera, en consequence. 


, o\ c.o'&axdx 

(29) f 


sin f — — a 


dx 

j + j?- 


= T.e- 


(3o) 


r* x\J-^ i) 

1(1 — 1} 


dx 

14- X - 


_ r" singj?I(i -4- r^x^) -f- 2 cos<g3?arc tangr^g xdx 
Jq [2 (arclangr,zf)- 
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QUARANTIEME LECO]> 

integration par sErirs. 


Considerons une serie 


(0 


^29 ^35 • • Itnj • • • 


dont les differents termes soient des fonctions de la variable a- qui 
restent continues entre les limites x = x^, x = X. Si, apres avoir 
multiplie ces memes termes par dx, on les integre entre les limite.s 
dont il s’agit, on obtiendra une serie nouvelle composee des inte- 
grales defmies 

«3 dx, . . . , f lladx, 


(a) 


j f iiQdx, / u^dx, I u^dx, I 


En comparant cette nouvelle serie a la premiere, on obtiendra sans 
peine le theoreme que nous aliens enoncer. 

THfiORfiJiE I. — ' Supposons que, les deux limites Xg , X etant des quan- 
titis finies, la serie (i) soil convergente, non seulement pour x = Xg et 
pour x=X, mais aussi pour toules les valeurs de x comprises entre Xg 
et X. La serie ( 2 ) sera eUe-mime comer gente; et si ton appeUe s lit 
somme de la serie (i), la serie ( 2 ) aura pour somme V integrate 



sdx. 


En d’autres termes, I’ equation 


( 3 ) 


s = 4 - «i + -f- . 



238 RESUME DES LECONS SUR LE CALCUL INFINITESIMAL. 
enlrainera la suwantx : 


(4) / sdx—f u„dx ^ f Uidx+ f «2 dx-i- I" z/j + 

'Ij-n -■Tt, ■"'•'■o 

Demonstration. — Soil 

(5) f„= £/o 4- . .H- M,!-i 

la somme de n, premiers termes de la serie (i) et r„ le reste a partir 
du 72““® terme. On aura 

(6) S = .?,j -f- r„ = £/|) 4- Wj -4- Ha 4- . . . -h h„_i 4- J'm 


et I’on en conclura 



Or, puisque, en vertu de la formule (i4) (vingt-troisleme Legon), 

I’integrale J r„r/j:seraunevaleurparticuliereduproduitr„(X — ajj) 

correspondante a une valeur de x comprise entre les limites x^, X, et 
que, dans i’hypothese admise, ce produit deviendra nul pour des 
valeurs infmies de n, il est clair qu’on obtiendra I’equation (4) on 
posanf, dans la formule (7 ), ti = 00. 

Corollaire I. — Si dans la formule (4) on remplace X par x, on 
obtiendra la suivante 


- f Uidx+ f Hj ( 
-*'0 


qui restera vraie, comme I’equation (3), entre les limites x = x^, 
vC= X. 

Corollaire 11. — Supposons que la serie (i), etant convcrgente 
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pour et pour toutes les valeurs de x comprises entrc les 

limites x^, X, cesse de I’etre pour J7 = X. Dans cette hypotliese, les 
equations (3) et (8) subsisteront encore entre les limites dont il 
s’agit. .I’ajoute que I’equation (4) subsistera elle-meme, si les inte- 
grales comprises dans son second membre forment une serie conver- 
gente. En effet, on reconnaitra sans peine que, si cette condition 
est remplie, les deux membres de I’equation (8) seront des fonc- 
tions continues de la variable x dans le voisinage do la valeur par- 
ticuliere x = X [eoi> V Analyse algehrique, page i3i ( ' )], et qu'il 
suffira d’y faire converger x vers cette meme valeur pour obtenir les 
deux membres de I’equation (4)- Au contraire, I’equation ( 4) dispa- 
raitra, si les integrales que renferme son second membre forment 
une serie divergente. 


Corollaire III. — Supposons que la serie (i), etant convergente 
entre les limites x = x^, x = X, devienne divergente pour la pre- 
miere de ces deux limites ou pour toutes les deux. Alors, en desi- 
gnant par ^ deux quantites comprises entre et X, on obtiendra 
Fequation 


(9) 




«o dx -h 




puis, en faisant converger vers la limite x^, et ^ vers la limite X, 
on retrouvera encore I’equation (4), pourvu toutefois que les inte- 
grales renfermees dans son second membre forment une serie con- 
vergente. 

Cette remarque s’etend aux cas memes oil les quantites x^, X 
deviennent separement ou simultaneraent infinies, par exemple au 
cas oil Ton aurait = — co, X = ac. 

Corollaire IV. — Si Ton prend u„ = a„sd‘, a„ etant un coefficient reel 
ou imaginaire; si, de plus, on designe par p„ la valeur numerique ou 
le module de a„, et par X la plus grande valeur que receive I’expres- 


(i) OEupres de Cauchy, S. II, T. Ill, p. 1*20. 
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£ 

sion (p,;)" quand le nombre n devient infini, la serie (i) sera conver- 
«^ente (.voir le theoreme III de la trente-huitieme LeQon) entre les 

limites £t; = — r, a; = +r- Done, en laissant la variable oc comprise 
A A 

entre ces limites et posant 


(lo) + + ■> 

on trouvera 

s dx — a^x ai H ^2 -n — h . - • . 

2 o 

Cette derniere equation subsistera encore (twrle corollaire II) pour 
les valeurs particulieres x = — y x = + y si ces valeurs particu- 
lieres ne cossent pas dc rendre convergente la serie a^x, Ja^x^, 

Al’aide des principes quo nous venons d’etablir, on pourra deve- 
lopper un grand nombre d’integrales en series convergentes qui four- 
niront des valeurs de ces integrales aussi approchees que Ton voudra. 
C'est en cela que consiste V integration par series. On peut raeme em- 
ployer avec avantage cette metliode d’integration pour developper en 
series toutes sortes de quantites, et souvent ce qu’il y a de mieux a 
faire, pour y parvenir, c’est d’exprimer les quantites donnees par des 
integrales definies auxquelles on applique ensuite la metliode dont il 
s’agit. 

Examples. — Pour developper en series les fonctions l(i-t-ir), 
arctangj;, arcsina?, on aura recours aux formules 


w V r dx 
l(i-ha-) = / , 

Jo ' + 

- r 

~Jo ' 


arc sin j? 



■'' dx 



■( I ~ ' dx; 
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et, comme on trouvera, entre les iimites a* = — i , a; = -f- i , 


I 


I JC 

I 

I -!- 


2 


I — ^ -h ;r 


— I — .r- -f- — . . . , 


1 .3 


:.3.5 


(i — ® = i + 

2 2.4 2.4-0 


I’integration par series donnera, entre ces memes iimites, 

^-T + T — 

X ^ ~i . . . , 

3 D 

1 x^ 1 . 3 .r® 1 . 3 . 5 j"’ 

X -}- -- TT H 7 — 5 7 — /* — -f- - . . - 

2 3 2.4 0 2.4*0 7 

Si dans les equations ( 12 ) on pose ar= i, les series comprises dans 
les seconds membres resteront convergentes, et Ton aura (en ^^rtu 
du corollaire II) 


I l(H-a?) = 
arc tangj" = 
arcsincr = 


. I I 

71 ^ ^ 

4 —^""3"^ 5^'“*=' 

7: It 1.3 I i.3.5i 

— t -i -i y K "H ^ r n H . - . - 

2 23 2.4 0 2.4.0 7 

On demontre facilement (voir VAnalyse algebrique, page i63 ) (') 
que deux series convergentes ordonnees suivant les puissances ascen- 
dantes et entieres de x ne peuvent donner la memo somme, pqur 
de tres petites valeurs numeriques de x, qu’autant que les coeffi- 
cients des puissances semblables de x sont egaux dans les deux 
series. De cette remarque et du theoreme III (trente-huitifeme Lecon) 
il resulte que, si les deux series demeurent convergentes et four- 
nissent la meme somme pour les valeurs reelles de x comprises entre 



(>) OEmres de Camhj, S. I, T.III, p* i44- 

QEuvres de C. — S. 11 ^ t. IV- 
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Ics limites — r, ~\-r (^r dcsigticint uhb (juantitB positive), elles reni- 
pliront les memes conditions pour les valeurs imaginaires do x dont 
Ics modules seront inferieurs a r. Cela pose, on deduira sans peine 
des principes ci-dessus etablis le theoreme suivant : 

THEOufi-ME JI. — Si, pour les valeurs reelles de s comprises entre les 
limiies s^,Z,et pour les valeurs rdelles de x comprises entre les limites — r , 
+ r, les fonctions 

et 

(i4) F(x)=jr 

sont ddveloppables par le theoreme de Maclaurin en series convergentes 
ordonnies suivant les puissances ascendantes et entieres de x\ si d’ail- 
leurs les sommes de ces series, quand x devient imaginaire, continuent 
(V itre representees par les notations f{x, z), F(a?), 1' equation (i4) sub- 
sisiera pour les valeurs imaginaires de x dont les modules seront infe- 
rieurs d r. 


Exempk. — Coname on a, pour des valeurs quelconques de x. 


\ 






ch 







^0 


ot, par suite, 

(ID) 





on en conclura, en remplac-ant a? par a^\/—i, 

f 6"=^’ COS2 zai dz = \ 

0 

Cette derniere formule, que Ton doit a M. Laplace, est fort utile dans 
la solution de plusieurs problemes. 
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Depuis I’impression de cet Ouvrage, j’ai reconnu qu’a I’aide d’une 
formule tres simple on pouvait ramener an Calcul differentiel la solu- 
tion de plusieurs problemes que j’avais renvoyes an Calcul integral. 
Je vais, en premier lieu, donner cette formule; j’indiquerai ensuitc 
ses principales applications. 

D’apres ce qui a ete dit dans la septieme Legon, si Ton designe 
par X deux valeurs de x entre lesquelles les foncfions fix) et 
fix) restent continues, et par 0 un nombre inferieur a I’unite, on 
aura 


/(X) -/(X.) 

X — JTo 


=/'[.r„+5(X-.r„)]. 


Or il est aise de voir que des raisonnements entierement semblables 
a ceux dont nous avons fait usage pour demontrer I’equation prec»'- 
dente suflBront pour etablir la formule 


f,N /(X)-/(.r.) 

F(X)-F^x„) F'[..-„-t-5(X-u-„)]’ 

0 designant encore un nombre inferieur a I’unite, et F(x) une func- 
tion nouvelle qui, toujours croissante ou decroissante depuis la limitc 
x = Xg jusqu’k la limite x = X, reste continue, avec sa derivee F'(ar), 
entre ces memes limites. 

On peut aussi demontrer difectement la formule (i) a I’aide des 
principes etablis dans la sixifeme Legon (page 3y). En effet, il resulte 
de ces principes que, dans I’hypothese admise, la fonction F'(ar) con- 
servera constamment le meme signe depuis x = Xg jusqu’a x — X. 
Par suite, si A et B repr^sentent la plus petite et la plus grande des 
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valeurs que reooit le rapport dans cet intervalle, les deux pro- 
duits 

F'(:r) [b - 1^] = B F'(,r) -f{x) 

rcsterontl’un etl’autre constamment positifs ou constammcnt nega- 
tifs entre les limites x^, X de la variable x. Done les deux fonctions 

, /(a?) — AF(x), BF(jr)— /(x), 

qui ont ces memes produits pour derivees, croitront ou decroitront 
simultanement depuis la premiere limite jusqu’a la seconde. Done la 
difference entre les valeurs extremes de la premiere function, savoir 

/(X)-/(^„)-A[F(X)-F(.r„)], 

et la difference entre les valeurs extremes de la derniere, savoir 

B[F(X) - ¥(x,)] - [/(X) -/(x„)], 

serontdeux quantites de meme signe; d’oii Ton pent conclure que la 
difference 

/(X)-/(a:o) 

sera comprise entre les deux produits 

A[F(X)-F(^,)], B[F(X)-F(^-o)], 

et la fraction 

/(X) -/(x,) 

F(X)-F(x„) 

entre les limites A ct B. D’ailleurs, les deux fonctions /'(x), F'(x) 
etant continues par hypothfese entre les limites x — x„,x = X, toute 
quantite comprise entre A et B sera equivalente a une expression de 
la forme 

/'[■^0+^(x — x„)] 

F'[x„-hd(x — x„)] ’ 

0 designant un nombre inferieur a I’unite. 11 cxistera done un nombre 
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de cette espece propre a verifier I’equation (i), ce qu’il fallaif de- 
montrer. 

Si Ton faitX = a'o 4 -A, Tequation (i) deviendra 

f{^o+h)—f{x„) _ /'(.r„-i- S/i) 

F(.r„+A)-F(x.)~ F'(ir,+ 5/i)' 

Cette derniere, qui comprend, comme cas particulier, I’equation (6 ) 
de la septieme Legion, est susceptible de plusieurs applications impor- 
tantes, ainsi qu’on va le prouver en peu de mots. 

Concevons d’abord que les fonctions et F(ar) s’evanouissent 
Tune et I’autre poura; = ar„, et faisons, pour abreger, ()h = h^. Dans 
ce cas, on tircra de la formule ( 2 ) 

/ 2 1 y(^o A) y ( .^0 ^ t i 

F(jJo+^) F*( 

h^ etant une quantite de meme signe que h, mais d’une valeur nunie- 
rique moindre. Si les fonctions 

f{x), f\x), y"(x), ..., r-'Hx), 

Fix), F'ix), F^x), ..., Fi«-'!(j;) 

s’evanouissaient toutes pour a: = sc^ et demeuraient continues, aussi 
bien que /"^(a:) et Ff"'(a:), entre les limites x = x„, x = x\-^h, 
alors, en supposant chacune des fonctions 

F(J?), F'(a;), F'(j;), ..., F<«-'>(jr) 

toujours croissanle ou toujours decroissante depuis la premiere liniite 
jusqu’a la seeonde, et designant par A,, A,, ..., A* des quantites de 
meme signe, mais dont les valeurs numeriques seraierit de plus en 
plus petites, on obtiendrait, avee I’equation (3), une suite d’^uations 
semblables dont la reunion composerait la formule 

, , V y(^«-H h) _ 'f'ix^+ A.) _ fix^^h^) _ _ y W(j,-4-A,) 

F(ar,+ A) ~ F'(ar,H-A,) ~ F^tar.-hAj) ••• 

Si, dans la formule (4), on se contente d’egaler la premiere fraction a 
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la derniere, Tequation a laquelle on parviendra pourra s’ecrire comme 
il suit 

F(aro+4) “ F'")(,r„+ 0A)’ 

0 etant toujours un nombre inferieur a I’linite. Enfin, si dans I’equa- 
tion (5) on substitue a la quantite finie k une quantite infiniment 
petite designee par i, on aura 

(R\ .fi^o+ 

^ F(a;o+^■) F<“J(a;o-l- 0«) 

Lorsque, dans les formules (5) et (6), on pose 

F(j:-) = (j" — Xo)", 

(.3?) rz 1 .2.3. . ./i 

h" i . 2 . 3 ...« ’ 

I , 2 . 3 . . . /2 

Ces dernreres equations s’accordent avec les formules (4) et (5) de la 
quinzieme Le?on, et coincident avec les formules (17), (18) de la 
trente-sixieme. Elies peuvent etre employees avec avantage, non seu- 
lement dans la recherche des maxima et minima, mais encore dans la 
determination des valeurs des fractions qui se presentent sous la 
forme Au reste, pour resoudre ce dernier probleme, il suffira le 

plus souvent de recourir a la formule (6). Admettons, en effct, que 
les deux termes de la fraction 

/if) 

F(.r) 

et leurs derivees successives, jusqu’a celles de I’ordre n — i, s’eva- 
nouissent pour a; = La formule (6) subsistera generalement pour 


on trouve 

et, par consequent, 

(7) 

( 8 ) 
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de tres petites valeurs numeriques de i, parce qu’en general chacune 
des fonctions 

¥{x), FV), F(«-»(>) • 


croitra ou decroitra sans cesse depuis la valeur particuliere de o’ 
representee par cCf, jusqu’a une valeur tres Yoisine;,et I’on tirera de 
cette formule, en faisant converger i vers la limite zero, 


( 9 ) 


/(Xg-h i) 


— lim 

Ft«)(Xo+.ei) - Fi")(.ror 


Si Ton remplace, dans la formule (7), par zero, et la leltre / 
par on en conclura 

- ' A" 

(10) .?(/*)= 

1 . 2 . 3 . 


Cette derniere formule suppose que les fonctions 



etant continues, a partir de la limite h = o, s’evanouissent toutes, ii 
I’exception de en meme temps que la quantite A. 

Soitmaintenant /(a?) une fonction arbitraire de la variable a*, mais 
telle que 

f(x-hh), /'(jj + A), f’{x-hk), 

restent continues par rapport a h, a partir de h ~ o. On pourra aise- 
ment, ii I’aidc de la formule (10), extraire de /(x-hh), ou, ce qui 
revient au meme, de la difference /(ar-f-A)— /{x) une suite de 
termes proportionnels aux puissances entieres de A; et d'abord, 
puisque la difference /(a; + A) — /(a-), consideree comme une fonc- 
tion de A, s’evanouit avee A, et a pour derivee du premier ordre 
/'(a; + A), il est clair qu’en substituant cette fonction a #(A), et 
posant 72 = I, on tirera de la formule (10) 

( ii ) f[a;-i-k)—/{x)=j/’(x + 6h). 

Lorsque, dans le second membre de I’equation prec^dente, on rem- 
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h 

place 6 par zero, on obtient le ternie —y(^x'^, et, en retranchant co 
lerme du premier membre, on trouve pour reste une nouvelle fonclion 
(le h, savoir 

Comme cette nouvelle fonction de h s’evanouit avec h, ainsi que sa 
derivee du premier ordre, et qu’elle a pour derivee du second ordre 
f\x - 4 - A), en la substituant a #(A), et posant « = a, on tirera de la 
formule (lo) 

(12) + 

Si, dans le second membre de Tequation (i i), on remplace 0 par zero, 
on obtiendra le termc — f”(o!), et, en retranchant ce terme du pre- 
mier membre, on trouvera pour reste une troisierae fonction de h, 
savoir 

Ax+f>) -/(X) - ^/'(x) - 

Comme cette troisieme fonction de h s’^vanouit avec A, ainsi que ses 
derivees du premier et du second ordre, et qu'elle a pour derivee du 
troisieme ordre /%x ■+- A), on la substituant a ^(A), et posant n = 3, 
on tirera de la formule ( lo) 

h 

(i3) /(^ + A)_/(a;)- + 

etc. En continuant de la m^me maniere, on etablira generalement la 
formule 


(> 4 ) 


I i A « .A 


^ = — /(«)((c + SA), 

1,5.3. ..(n — s. 2 .i...n-' 


laquelle coincide avec lequation ( 12 ) de la trente-sixieme Legon. 
Si, dans cette formule, on remplace x par zero, A par x, et f par F, 
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f(se) designant une fonction arbitraire dea;, on trouTcra 


m 


(i5) 


F(^) - F(o) - 1 F'(o) - ^ F'(o) , 


1.2.3 in — I ) 




I . 2 . 3 . . . /i 


F<« 


Cette derniere equation coincide avec la formule (ii) de la trente- 
sixieme Leqon, et Ton peut encore y parvenir directement de la 
manibre suivante. 

Soient F(a;) une fonction quelconque de oc, et zs(x ) un polynome 
entier du degre « — i, assujetti a verifier les equations de condition 


5J(o) = F(o), 5 y'(o) =:;F'(o), ®''{o) = F''(o^, 


TO i o') — F ( o); 


TO<"''(a;) etant alors identiquement nulle, si dans la formule (lo) on 
remplace h par x, et S{x) par F(a ; ) — xsi^x'), on trouvera 


(,6) F(a;)-5;(a;)= 

et, comme on aura d’ailleurs (^voirhi dix-neuvieme Lefon) 


(■7) 


I TO(^) = ®(o) y ®'(o) 4- nT-(o) + . . . -t- y-^- 3 — 

I = F(o) + f F'O) + + 


TO' ''“‘to I, 


F "-‘ (o), 


il est clair que la formule (i6) entrainera I’equation (i5). 

II importe d’obser\'er que, dans tous les cas oil les seconds membres 
des equations (i4) et (i5) convergent vers zero pour des valeurs 
croissantes de n, on deduit immediatement de ces formulas les theo- 
rfemes de Taylor et de Maclaurin. 

Si, dans la formule (8), on avaita:„= o, elle donnerait simplement 


/(/) /'"’leo 

i" I.2.3.../J 

Gelle-ci suppose que les functions 

m, /'(o, /'(O;, /‘—MO. /'-’(o. 

OEuvres €• — S. U, t. !V. 
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etant contimies pour de tres petites valeurs numeriques de i, s’eva- 
nouissent toutes, a I’exception de la derniere, pour i = o. Dans cette 
hypothese, les rapports 


.m f(i) 

— T— ^ 


♦ • . j 


no 


etant eux-memes equivalents a des expressions de la forme 
'/’(Si) . 

I ’ 1.2 ’ 1 . 2 . 3 . . .(rt — I)’ 


s’evanouiront tons avec i. Par consequent, i et f{i) representant deux 
quantites infiniment petites, 

no 

i'‘ 


sera le premier terme de la progression geometrique 


^• 9 ) 


no no no 


~ 


qui cesse d’etre une quantite infiniment petite, si /'"’(o) est la pre- 
miere des quantites 

(=*0) /(o), no), /"(o), nio), ... 

f 

qui cesse d'etre nulle. Ajoutons que, dans I’hypothfese admise, 

I . 3 . 3 . . , 

sera, en vertu de la formule (i8), la veritable valeur du rapport 
correspondante a f = o. 

Les considerations prdeedentesvnous conduisent naturellement a 
partager les quantites infiniment petites en dififdrentes classes. Con- 
cevons, en efTet, que toutes les quantites de cette esp^ce qui entrent 
dans un ealcul soient des fonctions de I’une d’entre elles designee 
par i, et nommons /(^‘) I’une de ces fonctions. Plusieurs termes con- 
secutifs de la progression (19), comptes a partir du premier terme, 
pourront dtre infiniment petits; et, suivant que le nombre de ces 
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termes sera i , 2, 3 , . . . , nous dirons que la quantite fi i) est un infini- 
ment petit de premiere, de seconde, de troisieme classe, etc. Cela 
pos 6 , /(i) sera un infiniment petit de la 72**“® classe, si est le 

premier terme de la progression (19) qui cesse de s’evanouir avec i. 
Dans la meme hypothese, /(i) deviendra ce qu’on appelle un muni- 
ment petit de Vordre n, si, pour des valeurs numeriques decroissantes 

de i, le rapport converge vers une limite finie differente de zero. 

Ces definitions etant admises, on deduira immediatement des prin- 
cipes ci-dessus etablis les propositions suivantes. 

Theor^me I. — Lorsque est un infiniment petit de n‘‘"’" classe, 
/‘"^(o) est le premier terme de la serie{2.o) qui cesse d’itre nul. Dans le 
mime cos, ./{i) sera un infiniment petit de I’ordre n, si obtient 

une valeur finie differente de zero. 

TuEORfiME II. — Lorsque, f(i) dtant un infiniment petit de n'''""’ classe, 
la fonction f{x) et ses derivees successives, jusqu’a celle de I’ordre n, 
restent continues entre les limites x = o, x = h, on a, en designant 
par m un nombre entier inferieur ou egal a n, 

<“■» 7 ( 4 )= /'”(«*)■ 

Si, dans cette derniere formule, on remplace k par i, et m par n, on 
retrouvera Tequation (18), a I’aide de laquelle on peut etablir le 
theoreme que nous aliens enoncer. 

iHEORfcME III. — Soil f{i) une quantity infiniment petite de I’ordre n. 
Cette quantite changera de signe avec i, si n est un nombre impair, et 
sera constamment affectee du mime signe quefi”^{o), si n est un nombre 
pair. 

Le theorbme ill suppose, comme la formule (18), que la fonc- 
tion /(i) et ses derivees successives, jusqu’a celle de I’ordre n, 
restent continues par rapport a i dans le voisinage de la valeur par- 
ticulibre 1 = 0. Si cette condition n’etait pas satisfaite, la quantite 
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designee par /">(o) pourrait admettre plusieurs valeurs, et, si ces 
Yaleurs n’etaient pas toutes de meme signe, le theoreme dont il s’agit 
cesserait d’exister. C’est ce qui arriverait, par ^eraple, si I’on pre- 
nait pour /(i) la quantite infiniment petite V*'- Dans cette hypo- 
these, la fonction derivee 

\U- 

admettrait une solution de continuite correspondante a / = o, et se 
reduirait tantot a + i, tantot a — i, suivant que la valeur de i ser^t 
positive ou negative. II est d’ailleurs evident que la quantite \U-, 
quoique Ton se trouve naturellement porte a la considerer comine 
un infiniment petit du premier ordre, demeure constamment positive 
et ne change pas de signe avec i. La meme remarque s’applique a la 
quantite infiniment petite \Ji'' , que I’on est naturellement conduit a 
regarder comrae un infiniment petit du troisieme ordre, etc. 

Le theoreme I fournitun moyen tr^s simple de reconnaitre la classe 
ou I’ordre d’une quantite infiniment petite. Ainsi, par exemple, on 
conclura de ce theoreme que les quantites 

-T) \fi, sini 

1 i 

sent quatre infiniment petits de premiere classe, le dernier etant seal 
du premier ordre. On s’assurera de la meme maniere que les quatre 
quantites 

j®, sin*«, I — cosi 

sent des infiniment petits de seconde classe, les deux derniers etant 
du second ordre; que les trois quantites 



sent des infiniment petits de troisieme classe, les deux derniers etant 
du troisieme ordre, et ainsi de suite. 
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Lorsqu’on raultiplie un infiniment petit de la n'™' classe ou du 
^ieme ordre par une quantite constante ou par une fonction dc « qui 
a pour limite une quantite Yinie differente de zero, on obtient evi- 
demnaent pour produit un autre infiniment petit de la meme classe 
ou du meme ordre que le premier. 

II est encore facile de prouver que, parmi les quantites infiniment 
petites, celles qui appartiennent aux classes superieures finissent par 
obtenir constamment les plus petites yaleurs numeriques. Soient, en 
eflfet, o(z)» 7,(0 deux quantites infiniment petites, la premiere de la 
^ieme (jlasge^ la seconde de la /w'"’'®, tn etant <[//. La premiere des deux 

fractions sera la seule qui converge avec i vers la limite 

zero; et par suite le rapport qu’on obtient en les divisant Tune par 

I’autre, ou la fraction convergera egalement vers zero, ce qu’elle 

ne pout faire, sans que sa valeur numeriquc s’abaisse au-dessous de 
I’unite, ou, en d’autres termes, sans que la valeur numerique du 
numerateur devienne inferieure a celle du denominateur. 

Enfin on etablira facilement la proposition suivante : 

TfiEORfeME IV. — Designons par i et par f{i) deux quantiles infinirrient 
petites. Zero sera la valeur unique ou I’ une des valeurs que recevra le rap- 
port 



lorsquon y fera eoanouir la quantite i. 

Demonstration. — II sufBtevidemmentde demontrer le theorfeme IV, 
dans le cas oil la fonction derivee/'(0 s’evanouit en meme temps que 

/(i) pour i — o, attendu que la limite du rapport nulle dans 
toute autre hypotbfese, se presente alors seulement sous la forme inde- 
terminde Or on j parviendra sans peine a I’aide de ia formule (i8), 
du moins lorsque les deux fonctions _/"(*), ^'(O seront continues par 
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rapport a i, dans le voisinage de la valeur particuliere i ~ o. En effet, 
si cette condition est remplie, on tirera de la formule (i8), en posant 
n = i, 

(aS) /(i) = if'{6i). 


et I’on aura, en consequence, 


(a4) 


Illl-ililil 
fV) ~ /'to ’ 


6 designant toujours un nombre inferieur a I’unite. Concevons main- 
tenant que, dans la formule (24), on fasse decroitre indefiniment la 
valeur numerique de i, /'(o) etant nul par hypothese, et desi- 
gnant une quantite comprise entre zero et i, /'(0f) convergera plus 
rapidement que /'(f) vers la limite z6ro, d’oii il resulte que la frac- 


tion 


/'(en 

/'to 


obtiendra une multitude de valeurs numeriques infe- 


rieures a I’unite, et le produit i une multitude de valeurs sen- 

siblement nulles. Done la limite ou Tune des limites vers lesquelles 
convergeront ce meme produit'et le rapport qu’il represente sera 
egale a zero. 


Scolie I. 
fonctions 


Le theoreme IV peut etre aisement verifie a I’egard des 


sin*, I — cosj, e 


11 subsiste dans le cas meme ou la function f(i) ne reste reelle etinfi- 
niment petite qu’autant que Ton attribue a la variable i des valeurs 
afifectees^d’un certain signe, comme il arrive, par exemple, quand on 
prend pour /(f) Tune des fonctions 


1 i, e 




qui cessent d’etre reelles ou infiniment petites, des que Ton donne 



ADDITION. 


a I des valeurs negatives. Enhn ce theoreme pent subsister, quoique 
la fonction _f devienne discontinue pour i = o. Ainsi, en suppo- 
sant 

(2^) /(/) = tsinT) 

on trouvera que la fonction 

/'(O — sin4 — 4 cos 4 

I I i 


devient indeterminee, par consequent discontinue, pour « = o; et, si 
1 on faitalors converger ^ vers la limite zero, la valeur du rapport {22’) 
tiree des equations (20) et (26), savoir 


(27) 


m _ 
/'(0~ 


I 


I . I 
I — T cot -r 
I I 


admettra un nombre infini de limites dont Tune sera egalc a zero. 

Scolie H. — Supposons que, la fonction f{i) et ses derivees suc- 
cessives, jusqu’a celle de I’ordre de « — i , etanf continues par rap- 
port a i, dans le voisinage de la valeur particuliere / = o, les n quan- 
tites 


(28) f{o), /'(o), /'(o), ..., /-Mo') 


s’evanouissent; et concevons que la valeur num^rique de i vienne a 
decroitre indefiniment. Zero sera la limite ou Tune des limites vers 
lesquelles convergeront chacun des rapports 


(29) 


/(o rn) rn) /‘-"(I) 

f\iV /'(O’ /'(O’ /'“’(o 


et, par consequent, leur produit ou le rapport 


/(*• 

/-»(0 
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On pent en dire autant des expressions 


(3i) 


f{i) /V) 
/'"Ho’ /"'(O’ 


■’ /"HO 


que Ton obtient en multipliant les uns par les autres quelques-uns 
des rapports dont il s’agit. 
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FORMULES DE TlYLOR ET DE MACLiURIN. 

On prouve facilement que, dans le eas ou la fraction 

(0 . 

s’evanouit pour A = o, on a 

0 deslgnant un nombre inconnu, naais inferieur a I’unite. Or I’equa- 
tion ( 2 ), a I’alde de laquelle on peut etablir directement la theorie 
des maxima ou minima et fixer les valeurs des fractions qui se pre- 
sentent sous la forme conduit aussi tres simplement a la serie de 
Taylor et a la determination du reste qui doit completer cette serie. 
En elTet, on tirera successivement de I’equation (a) : 
i" En posant 3{h) =/(x -+- h) — f{x) et n = i, 

(3) f(x-hh)-/i,x)=zjf'{x+>Jh); 

puis, en posant f{x-\-h) —/\x) -h- H,, 

f{x + h)—f{x) — ^f\x) 

H. = ; 

2 “ En posant J(A) —J‘{x + A) — y*(^) ~ Ay (a?) et n = 2 , 

(4) f(x + k)-/{x)-k/'{x)=-~f(x + 6h)i 


OEuvrex de Cm — S- U, t. IV. 


33 
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puis, en posant /"(iS? ■+■ —/"(x) +• Ha, 

3« En posant i{h) — f{x A) — fix) — A/( a?) - ^ f"{x 

ft « = 3, 

/i’ 

(5) f{x-hh)—f{x) — hf{x) — —f''{x) = j^f''{x-irBh); 

puis, en posant f"{x + 9A) = f’"(x) + Hj, 

^ f{x + h) —f{x) — hf'{x) — -^fix) — 

7X3 

En continuant de la meme maniere, et observant que les quantiles 

7^«» 7X3 ••• 


s’evanouissent toutes avec A, on etablira generalement I’^uation 


f{x + h) -fix) - hfix) - ~ fix) . . 

1 \ . J. 




fix + A) =fix) + \fix) + ^fix) + . . . 

/.«-l hn 

H 5-^^ H /t")(x -+-6A). 

j .2.3. . .(n — !)•' ^ - I.2...n‘' ' 


Si Ton y remplace x par o, et A par x, on trouvera 


fix)=fio)+ jf'io) + ^/'(O) +. . . 
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II suit de la formule (7) qiie la fonction f(^x + h) peut etre consi- 
deree comme composee d’ltne fonction entiere de h, saYoir 


(9) /(^) + 7/'(^) + 1^/"(^)+... 


A«-‘ 


1.3.3. . .(a — i) 




et d’un reste, savoir 


Lorsque ce reste devient infiniment petit pour des valeurs infiniment 
grandes du nombre n, on peut aflSrmer que la serie 

(”) /(^). hf'{x), ... 


est convergente, et qu’elle a pour somme f{x + h). Done alors on 
peut ecrire I’equation 

(12) A) =/(. 3 r) + -f\x) 4- • •> 


qui est precisement la formule de Taylor. De meme, si le reste 

devient infiniment petit pour des valeurs infinies de n, I’equation ( 8 ) 
entrainera la suivante 

(i4) /(^) =/(o) + 4- . . ., 


qui est precisement la formule de Maclaurin. 

11 est souvent utile de substituer aux expressions (10) et (iS) 
d’autres expressions equivalentes. On peut y parvenir comme il suit. 

Designons par 9(5) ce que devient le premier membre de I’equa- 
tion ( 6 ) quand on y remplace k par h — z et a; par a; 4- ou, en 
d’autres termes, le reste qu’on obtient quand on developpe /(a: ->rh) 
suivant les puissances ascendantes et entibres de A — 3, et que I’on 
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s’arrete a la puissance du degre « — i; en sorte qu’on ait 

* 

(A--)- 

o(o) rcpresentera la valeur commune de chacun des membres de 
I’equation (6). De plus, en diEFerentiant par rapport a s la for- 
mule (i 5 ), on trouvera 

<■«> ?'<='=- 
et Ton en conclura 


(17) 


o( A) ~ 9(0) 
Ii 


1 . 2 . J . . . /I — 1 ) 




ou, parce que o(/^) se reduit eviclemment a zero, 

(. 8 ) = 

La valeur precedente de 9(0) n’est autre chose que le reste de la 
serie de Taylor presente sous une nouvelle forme. Si, dans ee reste, 
on remplace x par o, et h par x, on obtiendra le reste de la serie de 
Maclaurin sous la forme suivante : 


(" 9 ) 


— l)*' ^ ' 


II suffit, dans plusieurs cas, de substiluer ce dernier produit a I’ex- 
pression (i 3 ) pour etablir la formule (i 4 )' Supposons, par exemple. 


( 30 ) 


/(ar) = (^ + a?)^ 


fjt. designant une constante reelle. Les expressions (i 3 ) et (19) devien 
dront respectivement 


1 . 2 . 3 . . . 


^"(i -h SxY- 


II 


( 31 ) 
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et 

( 22 ) 


1 .2.3. . .(« — l) 


— 5)''-‘(i 4- 


Cela pose, on prouvera facilement, i" a I’aide de I’expression ('21), 
que I’equation 


(23) (l 4- jr)il— I _1_ 

I 1.2 

subsiste quand la valeur numerique du rapport 


est inferieure a I’unite; 2® a I’aide de I’expression (22), que I’equa- 
tion (23) subsiste quand le produit 


(25) 


1-9 

■^i4-6ar 


est compris entre les limites — i et j. Par suite, il suffira d’employer 
I’expression (21) pour etablir la formule ( 23 ) entre les limites 2?= o, 
a; = I. Mais il faudra revenir a I’expression (22), si Ton veut etendre 
la meme formule a toutes les valeiirs de a? comprises entre les limites 


a: = — I, a; = 4- J . 
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AVERTISSEMENT 


L EDITION j qui a paru ea 1 8^3, du Risumi des Legons sur le Calcul infinitistmal^ 
se trouvant epuisee , je me suis decide a la remplacer par deux ouvrages separes, 
Tun sur le calcul diff^rentiel, Tautre sur le calcul integral. Je public aujourd’hui 
le premier, qui a pour objetle calcul differentieL Les methodes que }’ai suivies 
different k plusieurs egards de celles qui sont exposees dans les ouvrages du 
m6me genre. Mon but principal a ete de concilier la rigueur, dont je m’dtais fait 
une loi dans mon Cours d" analyze ^ avec la simplinite que produit la conside- 
ration directe des quantity infinimentpetites- Pour cette raison, j’ai era devoir 
rejeter les developpements des fonctions en series infinies , toutes les fois que les 
series obtenues ne sont pas convergentes. II en resulte, par exemple, que la 
formule de Taylor ne peut plus etre admise camme generate, qu'autant qu'elle 
est reduite k un nombre fini de termes , et complelee par un reste. Je n’ignore 
pas qu en faisant d’abord abstraction de ce reste , I’illustre auteur de la Meca^ 
nique analytique a pris la formule dont il s’agit pour base de sa tWorie de$ (one- 
iions dirivees- MaiSj malgri tout le respect que commande une si grande autorite, 
la plupart des geometres s*accordent maintenant a reconnaitre rincertilude des 
r^sultats auxquels on peut etre conduit par Temploi de series divergenfes. II y 
a plus : le tbeor^me de Taylor semble, dans certains cas, fournir le develop- 
pement d’une fonction en s4rie convergenle, quoique la somme de la sdrie dif- 
fere essentiellement de la fonction proposee (voyez la fin de la dixteme Le?oa). 
D’ailleurs ceux qui liront mon ouvrage se convaincront , |e lespfere, que les 
principes du calcul differentiel et ses applications les plus jmporlantes peuveiit 
etre facilement exposes sans I’intervention des seri^. 


AVERTISSEMENT. 

On trouvera, dans la quatorzieme Lepon et dans la Note qui termine ce vo- 
lume, des considerations nouvelles sur la possibilite de resoudre des equations 
algebriques ou transcendantes^ et sur la determination approximative de leurs 
racines soit reelles, soit imaginaires. 

Au reste , en composant cet ouvrage , j*ai mis k profit les travaux entrepris sur 
le meme sujet par les geometres, et publics dans divers ecrits ou memoires , par- 
ticulierement dans la Theorie des Fonctions de Lagrange, dans le Calcul diffe^- 
rentiel d’Euler, dans celui de M. Lacroix, dans un article de M. Poinsot, qui fait 
partie de la Correspondance sur TEcole Polf technique (par M. Hachette), enfin 
dans les Lecons et dansun Memoire de M. Ampere (voy. le 1 5.' cahier du journal 
de cette ecole). 
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SLR LE 

CALCUL DIFFfiRENTIEL. 


PRELIMIN AIRES. 


DES VARIABLES, DE LEURS LIMITES ET DES QUAXTITfiS INFIMMEI^T PETITES, OES FOXCTIONS 
CONTINUES ET DISCONTINUES, EXPLICITES OU IMPLICITES, SIMPLES OU COMPOSfiES, ETC. 
DES SERIES CONVERGENTES OU DIVERGENTES. 


Avant d’exposer les principes du Calcul differentiel, il est neces- 
saire d’etablir quelques notions preliminaires. Tel est Tobjet dont 
nous allons d’abord nous occuper. 

On nomme quantite variable celle que Ton considere comme devant 
recevoir successivement plusieurs valeurs difFerentes les unes des 
autres- On appelle au contraire quantite constante toute quantite qui 
reQoit une valeur fixe et determinee. Lorsque les valeurs successi- 
vement attribuees a une meme variable s’approchent indefiniment 
d'une valeur fixe, de maniere a finir par en differer aussi peu que 
I’on voudra, cette derniere est appelee la Limite de toutes les autres* 
Ainsi, par exemple, la surface du cercle est la limite vers laquelle 
convergent les surfaces des polygones reguliers inscrits, tandis que 
le nombre de leurs cotes croit de plus en plus; et le rayon vecteur, 
mene du centre d'une hyperbole a un point de la courbe qui s’eloigne 
de plus en plus de ce centre, forme avec Taxe des cc un angle qui a 
pour limite Tangle forme par Tasymptote avec le meme axe, etc. Nous 
indiquerons la limite vers laquelle converge une variable donnee par 
Tabreviation lim placee devant cette variable* 
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Souvent les limites vers lesquelles convergent des expressions 
variables se presentent sous une forme indeterrainee, et neanmoins 
on peut encore fixer, a I’aide de methodes particulieres, les veri- 
tables valeurs de ces memes limites. Ainsi, par exemple, les limites 
dont s’approcbent indefiniment les deux expressions variables 

sina , 

5 (I + a) , 

a 

tandis que a converge vers zero, se presentent sous les formes inde- 
terminees i"”; et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes 

que I’on peut calculer comme il suit. 

On a evidemment, pour de tres petites valeurs numeriques de a. 


sin a ^ sing ^ 
sing g 


sing 

langg 


Par consequent le rapport toujours compris entre les quantites 

sing sing 

et zzrcosg, 

sing tangg 

dont la premiere sert de limite a la seconde, aura lui-meme 1 unite 
pour limite. 

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge I’expres- 

I 

sion (i + a}“, tandis que a s’approche indefiniment de zero. Si Ton 
suppose d’abord la quantite a positive et de la forme m desi- 
gnant un nombre entier variable et susceptible d’un accroissement 
indefini, on aura 



Comme, dans le second membre de cette derniere formule, les termes 
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qui renferment la quantite m sont tous positifs et croissent en valeurs 
et en nombre en meme temps que cette quantite, il est clair que I’ex- 
croitra elle-mfime avec le nombre entier m, en 


pression 




demeurant toujours comprise entre les deux sommes 


I . I 

et 

1+ i -T- - H ^ i ^ = 

I a 2.2 2.2.2 

done elle s’approchera indefiniment, pour des valeurs croissantes 
de m, d’une certaine limite comprise entre 2 et 3. Cette limite est 
un nombre qui joue un grand role dans le Calcul infinitesimal, et 
qu’on est convenu de designer par la lettre e. Si Ton prend 


m — i 0000, 


on trouvera pour valeur approchee de e, en faisant usage des Tables 
de logarithmes decimaux, 


\ 1 0000/ 


2,7183. 


Cette valeur approchee est exaefe a pres, ainsi que nous le ver- 
rons plus tard. 

Supposons maintenant que a, toujours positif, ne soit plus de la 
forme ~ D6signons, dans cette hypothese, par m et n = m -t- i les 

deux nombres entiers immediatement inferieur et superieur a -■> en 
sorte qu’on ait 

I 

- = m 4- IX = « — V, 
a ‘ 


[jt, et V etant des nombres compris entre zero et I’unite. L’expres- 
1 ' , 
sion (i + a)“ sera evidemment renferm4e entre les deux suivantes 

et, comme, pour des valeurs de a decroissantes a I’infini ou, ce qui 
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revient au meme, pour des valours croissantes do m et do n, les deux 
quantites convergent Tune et I’autre vers la 

limite e, tandis que ^ ^ s’approchent indefiniment de 

la limite i, il en resulte que chacune des expressions 




etpar suite Texpression'intermediaire (i-i-a)“, convergeront encore 
vers la limite e. 

Supposons enfin que a devienne une quantite negative. Si Ton fait, 
dans cette hypothese, 

I 

1 -h OC — ; — 

14- (3 


P sera une quantite positive, qui convergera elle-meme vers zero, et 
I’on trouvera 


i r iT+p 

(i-t-«)'-‘=(n-p) ? =L(i-'-i3)4 > 


puis, en passant aux limites, 

1 

(i) Iim(i H- «)“= e. 


Les logarithmes, pris dans le systeme dont la base est e, s’appellent 
logarithmes ndperiens ou hyperholiques. Nous les designerons par la 
lettre 1, tandis que nous emploierons la lettre L pour indiquer les 
logarithmes pris dans un autre systeme dont la base serait un nombre 
quelconque represente par A. Cela pose, on aura evidemment 


( 2 ) 


le = i, 

. Le le I 

la~Ia “Ta’ 


et, de plus, on tirera de la formula (i) 

(3) 

(4) 


1* I (i 4~ oc) 

OL 

lim 
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Lorsque les valeurs numeriques successives d’une memo variable, 
etant supposees tres petites, decroissent indefiniment de manierc a 
s’abaisser au-dessous do tout nombre donne, cette variable devient 
ce qu’on nomme un infiniment petit ou une quantite infiniment petite. 
Une variable de cette espece a zero pour limite. Telle est la variable a 
dans les calculs qui precMent. 

Lorsque les valeurs numeriques successives d’une meme variable 
croissent de plus en plus de maniere a s’elever au-dessus de tout 
nombre donne, on dit que cette variable a pour limite I'infini positif 
indique par le signe ao, s’il s’agit d’une variable positive; et I’infini 
negatif indique par la notation — oc, s’il s’agit d’une variable nega- 
tive. Tel est le nombre variable m que nous avons employe ci-dcssus. 

Si le rapport de deux quantites infiniment petites converge vers 
une limite donnee, tandis que chacune d’olles s’approche de zero, la 
limite en question sera ce qu’on appelle la derniire raison de ces 
quantites infiniment petites. Ainsi, par exemple, a etant infiniment 
petit, I’unite sera la derniere raison de sina et de a; Le la derniere 
raison de L(i -t- a) et de a, etc. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles, 
que, la valeur de Tune d’elles etant donnee, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on congoit d’ordinaire ces diverses 
quantites exprimecs au moyen de Tune d’entre elles, qui prend alors 
le nom variable independante; et les autres quantiles, exprimecs 
au moyen de la variable independante, sont ce qu’on appelle des 
fonctions de cette variable. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles, 
que, les valeurs de quelques-unes etant donnees, on puisse en con- 
clure celles de toutes les autres, on congoit ces diverses quantites 
exprimees au moyen de plusieurs d’entre dies, qui prennent alors 
le nom de variables independantes ; et les quantites restantes, expri- 
mees au moyen des variables independantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces memes variables. Les diverses expressions que 
fournissent I’Algebre et laTrigonometrie, lorsqu’elles renferment des 

OKnvrca de C. — S. II, t, IV. 
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vfipiablos considcrGGs coinniG indepGncIantes, sont autant dc fonctions 
(le CCS variables. Ainsi, par cxenaple, 

Ear, sinj:’, ... 

soiif des foncfions de la variable x% 

jc f . . m 

des fonctions des variables x ct y ou x, r at :■ 

Lorsque des fonetions d’une ou de plusieurs variables se Irouvenl, 
comiiie dans les exeinplcs precedents, imniediatenient exprimees an 
nioycn de ces variables, elles sont nommi' os fonetions explicites. Mais 
lorsqu’on donne sculement les relations entre les fonetions et les 
variables, e’est-a-dire les equations auxquelles ces quantiles doivent 
satisfairc, lant que ces equations ne sont pas resolues algebrique- 
meat, les fonetions n’etant pas exprimees immediatement au moyen 
des variables sont appelees fonetions implicites. Pour les rendre expli- 
citos, il sulRt de resoudre, lorsque cola sc peut, les equations qui les 
determinent. Par exemple, y etant une fonction implicite de x deter- 
minee par I’eq nation 

L V = vf, 

si Ton nomme A la base du sysleme de logarilhmes que I’on consi- 
dere, la meme fonction, deveuue explicite par la resolution de I’equa- 
t ion donnee, sera 

r = A*. 

Lorsqii’on veut designer unc fonction explicite d'unc variable x ou 
de plusieurs variables x, y, z-, . sans determiner la nature do cetto 
fonction, on emploie Tune des notations 

F (x)j ■*•! 

F(x,r, s, . ©(a:, r, 

Parmi les fonetions d’une seulc variable a;, il est utile de distinguer 
les foncfions que I’on nomme simples, et que Ton considere comme 
resultant d’unc seule operation effectu^e sur cette variable, d’avec les 
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foiictions que Ton rcgardc cnmme les resultals dc plusieurs opera- 
tions et que Ton nomine composees. Les fonclions simples qiu* pro- 
duisent les operations de TAlgebre et de la Trigonometric V Ana- 

lyse algebriqiie, Chapitre I ( ')] peuvent etre reduites aux suivanfes 

a , ^ 

a~\-jr^ a — x, ax, A-^, L.r, 

X 

s\nx, cosjT, arc sin j:*, arc cos, r, 

A designant un nombre constant, a = rbA line quantite constante, et 
la lettre L indiquant un logarilhmc pris dans ie systeme dont la base 
est A. 

II est encore essentiel d’observer que, conformement aux conven- 
tions etablies dans V Analyse algebrique, nous faisons usage de Tune 
des notations 

arcsinuT, arc cost, arclanga’, are eoKr, arcsec.e, oreco^ec.e, 

pour representer, non pas un quclconquc des arcs dont une certaine 
ligne trigonometrique est egale a .r, mais celni d’entre eux qui a la 
plus petite valeur ‘numerique ou, si ces arcs sont deux a deux egaux 
et de signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive; en 
consequence, arcsinar, arc cot j*, arccoseca* seront des arcs compris 

entre les limites — -H et arccoso-, arcsec,r des arcs compris 
2 2 

entre les limites o et r.. 

Les fonclions de fonclions sont des fonctions composees qui resnltent 
de plusieurs operations successives, la premiere operation etant ell'ec- 
tuee sur la variable, et chacune des autres sur le resultat dc I’opera- 
tion precedente. Ainsi, par exemplc, 

Isinj", lcos.r 

sont des fonctions de fonctions dont chacune resulte de deux opera- 
tions successives. 

Les fonctions composees se distinguent les unes des aUtres par la 


( ' ) CEuvres de Cauchy, S. II. T. Ill 
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nature des operations qui les produisent. II semble que Ton devrait 
nommev foactions algebriques ioxxie^ celles que fournissent les opera- 
tions de I’Algebre ; mais on a reserve particulierement ce nom a celles 
que I’on forme en n’employant que les premieres operations alge- 
briques, savoir I’addition et la soustraction, la multiplication et la 
division, enfin I’elevation a des puissances fixes; et, d'es qu une func- 
tion renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle prend 
le nom de fonction exponGntiellc ou loguritkinique. 

Les fonctions que Ton nomme algebriques se divisent fo notions 
rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve elevee qu’b des puis- 
sances enti'eres. On appeile en particulier fonction entiire tout poly- 
nome qui ne renferme que des puissances entieres de la variable, par 
example 

a -X-bx -x-cx^-X -. . 

et fonction fraclionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polyndmes. Le degre d’une fonction entiSre de x est I’ex- 
posant de la plus haute puissance de x dans cette m6me fonction. La 
fonction entiere du premier degre, savoir 

a -f- bx, 

s’appelle aussi fonction lindaire, parce que, dans Tapplicalion a la 
Gdometrie, on s’en sert pour representer I’ordonnee d’une ligne 
droite. Toute fonction entiere ou fractionnaire est par cela meme 
rationnelle, et toute autre espece de fonction algebrique est irration- 
nelle. 

Les fonctions que produisent les operations de la Trigonoraetrie 
sont designees sous le nom de fonctions trigonomitriqu.cs ou circulaires. 

Les divers noms que Ton vient d’attribuer aux fonctions compo- 
sees d’une seule variable s’appliquent 6galement aux' fonctions de 
plusieurs variables, lorsque ces derni^res fonctions jouissent, par 
rapport a chacune des variables qu’elles renferment, des proprietes 
que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly- 
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nome qui ne contiendra que des puissances cntieres dcs variables or, 
y, ... sera une function entiere de ces variables. On appelle e/egre 
de cette function entiere la somme des exposants des variables dans Ic 
terme oil cette somme est la plus grande. Une fonction entiere du 
premier degre, telle que 

prend le nom de fonction liniaire. 

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caracteristique A pour indi- 
quer les accroissements simultanes de deux variables qui dependent 
Tune de I’autre. Cela pose, si la variable est exprimee cn fonction 
de la variable x par I’equation 

Ay, ou Taccroissement de j correspondant a I’accroissement Ar de la 
variable x, sera determine par la formula 

(6) y-\- Ay=/{a:-+- Ax). 

Plus generalement, si Ton suppose 

(7) F(j;,j) = o, 
on aura 

(•8) F(a:-i“ Aa?, /+ A/) = o. 

11 est bon d’ observer que des equations (5) et (G) reunies on conclut 
(9) Ay = f{x-i-Ax)—f(x). 

Soient maintenant h et i deux quantites distinctes, la premiere 
finie, la seconde infiniment petite, et a = ^ le rapport infiniment 
petit de ces deux quantites. Si Ton attribue a Aa? la valour finie A, la 
valeur de Ay, donnee par I’equation ( 9 ), deviendra ce qu’on appelle 
la difference finie de la fonction fix'), et sera ordinairement une 
quantite finie. Si, au eontraire, Ton attribue a Aa; une valeur infini- 
ment petite, si Ton fait, par exemple. 


Ax = izzzak^ 
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la valeur do Ay, savoir 

f{x-^-i)—f{x) ou f{x+ah)—f{x), 

sora ordinairement une quantile intiniment petite. C’est ce que I’on 
verifiera aisement a I’egard des functions 

A-*, sinx, cosj*, 

auxquelles correspondent les differences 

A"' — A-* = ( A' — I ) A'^, 

sin ( jr 4- j) — sin . 2 ? = a sin ^ cos [a- -f- > 

cos(j:' -1- i) — cosj? — — 2 sin ^ sin (^x 4- j 

dont chacune renfermcun facteur A' — i, ou sin^) qui converge inde- 
tiniment avec i vers la limite zero. 

Lorsque, la fonction admettant ime valeur unique et. fmie 

pour toutes les valeurs de x comprises entre deux limites donneos, la 
difference 

f{x + i) — f{x) 

est toujours entre ces limites une quantile infiniment petite, on dit 
que f{x) est fonction continue de la variable x entre les limites don't 
il s’agit. 

On dit encore que la fonction f{x) est, dans le voisinage d’une 
valeur particuliere attribuee a la variable x, fonction continue de 
cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites, 
memo tres rapprochees, qui renferment la valeur en question. 

Enfin, lorsqu’une fonction cesse d’etre continue dans le voisinage 
d’une valeur particuliere de la variable x, on dit qu’elle devient alors 
discontinue, et qu’il y a pour cette valeur particuliere solution de con- 
tinuite. Ainsi, par exemple, il y a solution de continuite dans la fonc- 
tion pour = o; dans la fonction tanga?, pour x = ± 
k etant un nombre entier quelconque, etc. 
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D’apres ces explications, il sera facile de reconnaitre enlre quelli-> 
limites une fonction donnee do la variable j est continue par rapporl 
a cette variable. (T’ofr, pour de plus amples developpenients, le Cha- 
pitre II de YAnctlYse alge.hrique. ) 

Concevons a present que Ton construise la courbe qui a pour equa- 
tion cn coordonnees rectangulaires _r = f(oc). Si la fonction f(x) est 
continue entre les limites x = j: = X, a chaque abscisse x com- 
prise entre ces limites correspondra une seulc ordonnee; et, de plu!>, 
X venant a croitre d’une quantitc infiniment petite Ajt, vcroitra d'une 
quantite infiniment petite Av. Par suite, a deux abscisses tres rappro- 
chees x, x ■+■ Ax, correspondront deux points tres rapproches Tun de 
I’autre, puisque leur distance \Aa"‘-i- Av* sera elle-rneme une quan- 
tite infiniment petite. Ces conditions ne pcuvent etrc satisfaite.s 
qu’autant que les differents points forment une ligne continue entre 
les limites x = x„, x=X. 

La remarque que nous venons de faire peut etre aisement verifier 
sur les courbes representecs par les equations 

y — , y “ — ^ 5 >• A**^, v ^ L .r , y = sin .r, 

dans lesquelles A designe une constante positive, et m uii nombre 
entice. 

On appcllc se'rie une suite iiidefinie de quantites 

(lo) «<0, «5. •■•I 

quiderivent les unesdesautres suivant une loi determiner. Ce? quan- 
tites elles-memes sont les differents termes de la serie que Ton consi- 
dere. Soit 

-h «i -f- ^^2 -i- - . . -4- lin-l 

la somme des n premiers termes, n designant un nombre enfier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s„ 
s’approche indefiniment d’une certaine limite s, la serie sera dite 



•280 LECONS SUR LE CALCUL DIFFliRENTlEL. 

cowergente, ot la limite en question s’appellera la somme de la serit 
Au contraire, si, taiidis que n croit indefmiment, la somme ne s’ap- 
proche d’aucune limite fixe, la serie sera divergente, et n’aura plus de 
somme. Dans Tun et I’autre cas, le terme qui correspond a I’indice n, 
savoir u„, sera ce qu’on nomme le terme general. II suffit que Ton 
donne cc terme general en function de I’indice n, pour que la serie 
Hoit completement determinee. 

II existe des regies generales a I’aide desquelles on peut recon- 
naitre si une serie donnee est convergente ou divergente. Ainsi, par 
exemple, on parvient sans peine a faire voir que la serie (lo) est con- 
vergente, lorsque, pour des valeurs croissantes du nombre entier n, 
le rapport 


converge vers uno limite inferieure a I’unite. {Voir Y Analyse alge- 
brique. Chap. VI.) 

Une serie digne do remarque est celle qu’on obtienf, lorsque, dans 
le developpement de I’expression 



jr 

I 



1.2.3 



4".. 


on fait converger le nombre entier 7n vers la limite cc. Cette serie, 
dont les dififerents termes sont respectivement 


dO 


CC cc- 

I — 5 

I 1.2 1.2.3 




I . 2 . 3 ... /I 


reste convergente, quelle que soit la valour de x, attendu que le rap- 
port entre les deux termes 
» 

I.2.3.../l(72-hJ)’ 1.2.3 /i’ 

savoir decroit sans cesse.pour des valeurs croissantes de n. 

Quant a la somme de la meme serie, on I’obtiendra facilement en 
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posant — = a. En effet, on trouvera, dans cette hypothese, 



= (H- 3 £)*; 


puis on conclura, en faisant converger le nombre m vers la limite -x, 
et ayant egard a la formule (i). 


On aura done 


lim 



= e^. 


(la) 



a;’ 

1 . 2.3 


Si, dans cette derniere equation. Ton prend a; = i, on en tirera 

/ 0^ III I 

(r 3 ) e — I-HIH r H H 5 — -h. . . 

1.2 1 . 2.3 1.2, 3. 4 1.2. 3 . 4. 3 

ou, ce qui revient au meme, 

e = 2 + o ,5 + o, 166666. . . 4- o,o 4 i 666 . . . 4 -o,oo 833 . . . 

■+■ o,ooi 38 . . . 4-o,oooi9.'. . 4- 0,00002. . . 4-. .. = 2,7182 

En poussant plus loin I’approximation, on trouverait 

(14) 6 = 2,7182818284 

Telle est la valeur du nombro e, calculee avec dix deeimales. 

flous terminerons ces Preliminaires en expliquant ce qu'on doit 
entendre par des quantites infiniment petitesde divers ordres. 

Designons par a un nombre constant, rationnel ou irrationnel; 
par i une quantite infiniment petite, et par run nombre variable. 
Dans le systeme de quantites infiniment petites dont i sera la base, 
une fonction de i representee par /{() sera un infiniment petit de 
Vordre a, si la limite du rapport 

(15) -jF- 


est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a, et infinie 
pour toutes les valeurs de r plus grandes que a. ' 

QEuirrei de C. — S. 11, t. IV. 
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Cette definitioo admise, si Ton designe par n le nombre entier ou 
imniediatement superieur a Tordre a de la quantite infiniment petite 
/(i), le rapport 


sera le premier terme de la progression geometrique 



qui cessera d’etre une quantite infiniment petite. 
Quant au rapport , 


quo Ton deduit de I’expression (i5) en posant r = a, il peut avoir 
une limite finie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 

. . . 

-jj-) 


sont trois quantiles infiniment petites de I’ordre a, et les quotients 
qu’on obtient en les divisant par i‘, savoir 

u’ 

ont pour limites respeetives 

1 

I, o et -• 
o 

Ccla pose, on etablira sans peine les proprietes des quantites infini- 
ment petites, et en particulier les differents theoremes que nous 
allons enoncer. 

Theor^ime I. — Si, dans un systime quelconque. Von considere deux 
quantites infiniment petites d'ordres differentSy pendant que ces deux 
quantites s approcheront indefiniment de zero, cede qui sera d'un ordre 
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vlus eleve finira par obtenir constamment la plus petite valeiir nume- 
nque. 

Demonstration. — Concevons que, dans le systeme dont la hasi' 
est i, Ton designe par I = /(i) et par J = ^(^) deux quantiles infi- 
niment petites, la premiere de I’ordre a, la seconde de I’ordre h-, et 
supposons a<^b. Si Ton attribuc au nombre variable r une valeur 
comprise entre a et b, les deux rapports 

1 J 


auront pour limites respectives, le premier le second, zero; et paV 
suite, le quotient de ces rapports, ou la fraction 

J 

r’ 


aura une limite nulle. Done la valeur numerique du numerateur J 
decroitra beaucoup plus rapidement que celle du denominateur I, el 
cette derniere finira par devenir constamment superieure a I’autn’. . 

TheorIme II. — Soient a, b, c, ... les nomhres quiindiquent, dans un 
systime ditermine, les ordres de plusieurs quantites infiniment petites. el 
a le plus petit de ces nombres. La somme des quantiles dont il s’agit sera 
un infiniment petit de Vordre a. 

Demonstration. — Soit toiijours i la base du systeme adopte. Soient 
de plus I, J, ... les quantites donnees, la premiere de I’ordre a, la 

seconde de I’ordre b, Le rapport de la somme I + J + . . . a la 

quantite I, savoir 

I + I + ■ * ■ J 

aura pour limite I’unite, attendu que les termes jj auront des 
limites nulles. Par suite, le produit 


(■ 


-h 
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aura la meme limite quo le rapport 

I 

r 

et, puisque cc dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant 
qii’on suppose o ou r]]> a, on pourra en dire autant du rappoit 

I + J-H... 

V 

Qojjg j j . sera une quantite infiniment petite de I’ordre a. 

CoroUaire. — Les raisonnements par lesquels nous venons d etablir 
le theoremc I montrent evidemment que, pour de trfes petites valeurs 
numeriques de la base i, la somme de plusieurs quantites infiniment 
petites, rangees de maniere que leurs ordres forment une suite crois- 
sante, est positive ou negative, suivant que son premier terme est 
lui-meme posilif ou negatif. 

TuiORfiiiE III. — Dans un sy slime quelconque, le produit de deux 
quantites infiniment petites donl les ordres sont designes par’ a et par h 
est une autre quantile infiniment petite de I’ordre a + h. 

Demonstration. — Soient toujours i la base du syst'eme que Ton 
consid^re, et I, J les quantites donnees, la premiere de I’ordre a, la 
seconde de I’ordre b. Les rapports 

I J 

auront des limites nulles, toutes les fois que Ton supposera r<(a!, 
s<Cb\ des limites infinics, toutes les fois que Ton supposera r>a, 
s > b, et Ton pourra en dire autant du produit 

il-JL. 

V' V 


II en resulte evidemment que le rapport 
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aura une limite nulle pour r s <^a + b, et une limife infinie pour 
^ + 5 ]> a 4 - Done le produit IJ sera une quantite infiniment petite 
de I’ordre a->rb. 

Nota. — Si I’un des facteurs se reduisait a une quantite finie, le 
produit serait evidemment du meme ordre que Taufre facteur. 

CoroUaire. — Dans un systeme quelconque, le produit de plusieurs 
quantites infiniment petites dont les ordres sont designes par a, 
c, ... est une autre quantite infiniment petite de Tordre a 4-^ + <?+.... 

Th1eor£me IV. — Si trois quantites infiniment petites sont telles que. la 
vremiere elant prise pour base, la seeonde soit de V ordre a, et que, la 
seconde etant prise pour base, la troisidme soit de I’ordre b, celle-ci, dans 
le systeme qui a pour base la premiire, sera d'un ordre equivalent au 
produit ab. 

Ddmonstration. — Soient i, I et J les trois quantites donnees, en 
sorte que les deux rapports 



aient des limites nulles quand on .suppose a la fois r<ij, s<^b, et 
des limites infinies quand on suppose a la fois r>a, s'^b, il est 
clair que le produit 



aura une limite nulle pour rsc^ab, une limite infinie pour rs^ah; 
et par suite que, si Ton prend i pour base, J sera une quantite infi- 
niment petite de I’ordre ab. 

CoroUaire I. — Le rapport entre les ordres de deux quantites infmi- 
ment petites J et I reste le meme, quelle que soit la base du systeme 
que Ton adopte, et ce rapport est equivalent au nombre b, qui indique 
Tordre de la premiere quantite, quand on prend pour base la seconde. 
Done, si, apres avoir determine pour une certaine^base les ordres de 
plusieurs quantites infiniment petites, on vient a changer de bak, les 
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nombres qui indiquent ces divers ordres croitront ou decroitront tous 
a la fois dans un rapport donne. 

Corollaire II. — Si Ton suppose, dans le theoreme IV, que la quan- 
tile J se reduise a la quantile i, on aura evidemment 

ah — \. 

a 

* 

Done, si, dans le systeme dont la base est i, la quantile I est un infi- 
niment petit de I’ordre a, i sera de I’ordre ^ dans le systeme qui aura 
pour base la quantile I. Ainsi, par exemple, lorsque I, considere 
comme fonction de i, est un infiniment petit du premier ordre, on 
peut en dire autant de i considere comme fonction de I. 

Le second corollaire, reuni au premier, entraine evidemment le 
suivant : 

Corollaire III. — Si deux quantiles infiniment petites sont telles 
que. Tune etant prise pour base, I’autre soil du premier ordre, le 
nombre qui exprimera I’ordre d’une quantile quelconquc restera le 
meme dans les deux systemes qui auront pour bases les deux quan- 
tiles donnees. 
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PREMIERE LECON. 

OBJET DU CALCUL DIFFER ENTIEL. DRRIYRES ET DIFF£RE.NTI£LLES DES FOSCTIOJiS 

d’use seule variable. 


a;, y, 5, . . . etant des variables assujetfies a verifier une ou plu- 
sieurs equations donnees, on nomme differentielles de x, de r, de 
... et Ton designe, au moyen de la lettre caracteristique d, par 
les notations 

dx, dy, dz, ... 

des quantites dont les rapports sont equivalents aux dernieres raisons 
des accroissements infiniment pStits que peuvent prendre simultane- 
ment ces memes variables. L’objet du Calcul differentiel est de deter- 
miner les rapports des differentielles dx., dy, dz , . . . quand on connait 
les relations qui existent entre les variables x, y, z, ..., ou, ce qui 
revient au memo, d’evaluer les dernieres raisons des differences infi- 
niment petites Aj7, ly, \z, .... c’est-a-dire des accroissements infini- 
ment petits et simultanes dex,y,z, — 

Concevons, pour fixer les idecs, que Ton considere seulement 
deux variables, savoir une variable independante et une fonction 
de X representee par 

yz=f{x). 

Si la fonction f{oc) reste continue entre deux limites donnees de la 
variable x, et si Ton assigne a cette variable une valeur conaprise 
entre les deux limites dont il s’agit, un accroissement infiniment 
petit, attribue a la variable, produira un accroissement infiniment 
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petit de la fonction elle-meme. Done, si Ton pose alors = les 
deux termes du rapport aux differences 

Ay _ /(a’-f-«) — /(a:) 

(') A^- i 

sez’ont des quantites infiniment petites. Mais, tandis que ces deux 
termes s’approcheront indefiniment et simultanement de la limitc 
zero, le rapport lui-meme pourra converger vers une autre limite, 
soit positive, soit negative, qui sera la derniere raison des diffe- 
rences infiniment petites Ly et hx. Cette limite, ou cette derniere 
raison, lorsqu’elle existe, a unevaleur determinee pour chaquevaleur 
particuliere de a?; mais elle varie avec x. Ainsi, par example, si Ton 
prond /(a;) = 5?“, m designant un nombre- entier, le rapport entre 
les differences infiniment petites sera 


{X- 




z=L mx^ 


m{m — i) 


— 2 7 * 


1.2 




et il aura pour limite la quantite e’est-a-dire une nouvelle 

fonction de la variable x. II en sera de meme en general; seulement, 
la forme de la fonction nouvelle qui servira de limite au rapport 


J{x + i)—f{x) 
i 


dependra de la forme de la fonction proposee j= f{x). Pour Indi- 
quer cette dependance, on donne a la nouvelle fonction le nom de 
fonction deiivee, et on la designo, a I’aide d’un accent, par la nota- 
tion 

/ ou f{x). 

Cela pose, les differentielles dx, dy de la variable independante x et 
de la fonction y =/(a:) seront des quantites tellement choisies, que 

leur rapport ^ coincide avec la derniere raison des quantites infini- 

menf petites Ay, Ax, e’est-a-dire avec la limite y'= du rap- 
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tion 

(2) 


Ces differentielles seront done liees entre elles par I’equa- 



ou 


(3) dr z=y' dx, 

que Ton pent aussi presenter sous I’une des formes 

(4) ^ 

(5) d/{x) =f'{x)dx. 

En vertu de I’equation ( a) ou (3), la differentlelle dv se trouve com- 
pletement determinee, des qu’on a fixe la forme de la fonction 

y=/u) . 

et la valeur de la quantite dx. Quant a cette derniere quantite, qui 
represente la differentlelle de la variable Independante, elle reste 
entierement arbitraire, et Ton peut la supposer egale a une constanto 
finie A, ou meme la considerer comme une quantite infiniment petite. 

II resulte des formules (3) et (5) que la deriveey = /’(•^) d’une 
fonction quelconque f(^) est precisement egale a e'est-a-dire 
au rapport entre la differentielle de la fonction et celle de la variable 
ou, si Ton veut, au coefficient par lequel if faut multiplier la second*' 
differentielle pour obtenir la premiere. C’est pour cette rai.sun qu’on 
donne quelquefois a la fonction derivee le nom de coefficient diffe- 
rentiel. 

Differentier une fonction, c’est trouver sa differentielle. L’operation 
par laquelle on differentia s’appelle differentiation. 

11 est facile d’obtenir la fonction derivee j''= lorsqu’on prend 
pour j.une des fonctions simples ^ 

fiT-t-jr, a — ir, ax, — , Lx, 

sin^r, cosx, arcsine, arccosx, 


OEuvres de C. — S, U, t. IV* 


3? 




De plus, en posant A' = i + I et ayant egard a la formule (4) des Pre- 
liminaires, on trouvera, pour 7= A"^,- 

Ay _ _ A-- I _ I ■ ^ — 

Aa* i ' i L(i-hl) ^ " dx he 

Enfin, si Ton pose, pour abreger, 

— ==31 et (i-h a)'"— 1 :=^ J3, 
on aura pourj*^^ hx. 

Ay L(x -{- i) — L x ‘ .■r') __ L(i -f- a) i dy he 

Ax i ““ i - x^ dx X ^ 
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pour y = 

/ -V'_i 

!^y * 

Aa;“ / i 


(i-+-xV‘— I , , A , , 

X X 


II reste a trouver la limite du rapport entre les deux quantites infitii- 
mcnt petites a et P liees entre elles par I’equation 

(i + a)“= I -h p. 


Or on tirerade cette derniere 

( 6 ) iz 1 1 1 -f- X ) “ 1(1 H- j5 1 • 

D’ailleurs, en vertu de la formule (3) des Preliminairos, on aura 


1(14- Oil 

X 


= 14--/, 



0 , 


y, 0 designant des quantites infiniment petites. Par suite, I’equa- 
tion (6) donnera 

CT«(i4-y) = ^(i-t-3), 


et Ton en conclura 


a 





a» 


En consequence, on aura definitivement, pour / — x". 


>■'— ^ flO’" 

ax 


Si, dans les fonctions A-^etLa;, on reduisait le nombre A au nombre 

e = ■?,7 i 828 i 8. . 

et la lettre caracteristique L a la lettre 1 qui designe les logarithmes 
neperiens, on trouverait pour r = e^, 


^ = i. 

dx jc 


pour/ — la*. 
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Les divei-ses fomules qui precedent peuvent etre renfermees dans Ic 
Tableau suivant : 

\d{a + x)=djc, d{a — x)— — dx, 

! , i( o-\ dx _ 

\ d{ax) —adx, d[-\ — — a^, 


d{x"') = ax‘*~' dx; 


d.V =:A*1A, 
dhx==. Le — > 


de^ = dx ; 

d\xT=. — ' 

X 


cos.r = sin 4- 
d cosJ? = — sXnxdx z=z cos (x -h 


Comme elles sont etablies seuletnent pour les valeurs reelles de x 
auxquelles correspondent des valeurs reelles des tonctions placees a 
la suite de la lettrc d, on doit supposer x positive, dans celles de ces 
formules qui se rapportent aux fonctions Lo’, \x^ et meme a la fonc- 
tion a?", lorsqiie a designe une fraction de denominateur pair ou un 
nombre irrationnel. 

Soil maintenant - une seconde function de ar, liee a la premiere 
)/= /(a?) par la formule 

- = F(y). 

ou F[/(^)l sera ce qu’on appelle une fonction de fonction de la 
variable x\ et, si Ton designe par Ao?, A^ les accroissements infi- 
niment petits et simultanes des trois variables ;s, on trouvera 

Ay /(,r -h Aj?) ^ f{x) Az F ( K 4 - A/) — F( 7 ) ^ 

Ar ^ A^ ' Av Ay 

puis, en passant aux limites, et substitiiant aux dernieres raisons des 
accroissements infiniment petits Ax, Ay, Az les rapports des diffe- 
rentiolles dy, dz, on obtiendra d’une part I’equation (4) ou (5), 
et d’aiitre part la formule 


( 8 ) 
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OU 


( 9 ) ds = F\y)df, 
OU, ce qui revient au meme, 

(10) dFiy) = V\y)dy. 


L’equation (lo) est semblable, pour la forme, a I’equafion i 5 ), ot 
fournit le moyen de differentier une function de r, lors raeme que 
y n’est pas la variable independante. Seulement la differentielle da' 
ou dy, qui, dans le second membre, sert de coellicient a la fonction 
derivee /'(») ou F'(j) I’equation (5), une quantite con- 

stante et, dans I’equation (8), une quantite variable egale au produit 
de la constante dx par la fonction /'{x). 

En attribuantsuccessiveinentauxfonctions/=/(j“j et Ft v i dif- 
ferentes formes, on tirera de Fequation (lo; 


d{a-^Y) = dy, d{—y)~—dy, d{ay)=irtdy. 




dk>' = 1 A dVy de^ = d hr ^ he — ^ d\y:=:z~ 

dy 


y y 


d{ax'^^) — adx*”:= dx, 

de^^zzz de^~ dx, 


dk^^ — 1 A dW — A»^ B-** 1 A 1 B da\ 
de^* = dx- — 2 x dx. 


tisec^ 
d coseCxT 
dl^iux 
d 1 cos^ 


J I 

d COScT _ 

sin.r ^.r 

(m 

cosx 

^ cos-x 

cos®a* 


f/sin.r _ 

cosxdx 

d 

SIOmI? 


sin®x 

rfsinjT 

co9,xdx _ 

dx 

slnj? 

sinx 

langjr’ 

dcosx 


dx 

cosx 

cos^* ^ 

cot.r 


La premiere de ces formules prouve que I’addiimn d'vm constante d 
une fonction nen altere pas la differentielle, niparconsiquentla derivee,. 
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On pent encore, a I’aide de la formule (ro), determiner facilement 
les differentielles desfonctions simples, a?", arcsina-, arccosa;, en sup- 
posant connues celles des fonctions lar, sin a;, cosa. On trouvera, en 
effet, pour V = x". 


I qIj-, 


dy dx 

— « J 


dy r 

^ a — 
dx X 




pour V ==: arc singer, 

sin r — cos j dy = dx^ 


dy I J . 

dx~ cosy ~ y'l — a;-’ 


pour r = arccosa;, 

cosy :=.x, — sin r dy — dx, 

On aura done 


i_ __ 1 

dx siny ^/x 


(u) 


rfarc Sinara 



, dx 

a arc cosa- = = .— • 


On doit, dans les formules (ii), supposer la variable x renfermee 
entre les limites — i, -hi, afin que les fonctions arcsina’, arccosa; 
conservent des valeurs reelles. 

Si Ton divise par dx les deux membres de I’equation (9), on en 
tirera 

(12) ^' = y'F'(y)=/'(a-)F'[/(a;)]. 


Cette derniere formule sert a determiner la derivee d’une fonction do 
fonction. 

Nous remarquerons, en finissant, que les differentielles des fonc- 
tions composees se determinent quelquefois aussi facilement que 
celles des fonctions simples. Ainsi, par exemple, on trouve pour 


y = tanga- = 


sin.y 

COSJ? 


Ay I r sin(.r -h / ) sina^T _ sini i dy _ 1 

Aic i Lcos^j? -t- / ) cosa" i cosa- cos (x ->-/)* dx cos^x’ 
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pour V — cotx = — j 

^ “ sinj? 


Ar I rcos(.r-i-?) cosj?"! _ sinz i 


Ajt z Lsin ( j:* - i- z) sin^J 

et Ton en conclut, pour y = arctangor, 

tangy = j?, 

pour y = arc coto;, 
cot = .r, 


dy __ 


z sinj7Sin(j?-t-zj dx 



II 

> 

iL~ 

cos-r 

dx 

dy 

“ dx^ 

dy _ 

sin®y 


dx 


On aura en consequence 


(i3) 


didingx =: 


dx 

cos® ct’ 


ijf arc tang 

® IH- J?® 


1 -r X - 


I -i- X- 


Z^COtJ" =r — ~r 

z/arc cot^rz — 


dx 


sin*»r 

dx 


I -r 
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DEUXIEME LECON. 

LA DtFFeRENTlELlE DE LA SOMME DE PLDSIEURS FOKCTIONS EST LA SOMME DE 
LEURS DIFFfiRENTIELLES. CONSEQCENCES DE CE PRtNCIPE. DIFFEREKTIELLES DES 
FOKCTIONS IMAGINAIRES. 


Dans la Lecon precedenle, nous avons montre comment Ton forme 
les derivees et les differentielles des fonctions d’une seule variable. 
Nous allons ajouter aux rechcrches que nous avons faites a ce sujet 
de nouveaux developpements. 

Soient toujours x la variable independante, et Aa; un accroissement 
infiniment petit attribue a cette variable. Si Ton designe par u, e, 
w, ... plusieurs fonctions de x, et par As, Au, Av, Aw, ... les accrois- 
sements simultanes qu’elles regoivent, tandis que Ton fait croitre x 
de Ax, les differentielles d$, du, dv, dw, . . . seront, d’apres leur defi- 
nition meme, respectivement egales aux limites des rapports 


As , All , Av , Aw 
7 — ax, -^dx, -r—dx, -T — dx. 
Ax ’ Ax ’ Ax Ax 


Done, si Ton fait, pour abreger, ^ ces differentielles seront 
encore equivalentes aux limites des rapports 


As All Ac Aw 

y J ? ? ..*• 

a a OL a 


Cela pose, concevons d’abord que la fonction s soit la somme de 
toutes les autres, en sorte qu’on ait 


(0 
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On trouvcra successivement 


A,V:=r: 

A« 

^ Ar — Atv — . 

* * ^ 

A, 9 

Au 

Ar Air 


a ~ 

y. 

i 

1 

1 

‘1 



puis, en passant aux limites, 

( T ) ds — du di' -r di\’ . 

Lorsqu’on divise par dx les deux membres de cette derniere equation, 
elle devient 

^ 3 ) ■ 

De la formule ( 2) ou ( 3 ), comparee a I’equation (, i ), il resuUe que la 
differentielle ou la derivee de la somme de plusieurs fonctions est la somme 
de leurs differentielles ou de leurs derivies. De ce principe decoulcnl, 
comme on va le voir, de nombreuses consequences. 

Premierement, si Ton designe par m un nombre entier, et par h, 
c, ...,p,q,r des quantites constantes, on trouvera 

(4^ d{u + V) — du + dv, d{ii — i-) — du — di', diau a du h dv, 

( 5 I d\au -T- hi' H- CIV + . . . 1 ~ a dii -t- b dv c dw -H . . . , 

^ I = [ max'"-' -4- ( m — 1 1 bx'"-- -i- [ni — 2 ,1 c.r'"-"' + . . . — “J/J -c — 1 / J dx. 

Le polynome ax'" 4- hx"’~' ■+■ cx"'~- 4- . . . px- -i- (jx r, dont tons 
les termes sont proportionnels a des puissances entieres de la va- 
riable X, est ce qu’on nomme une fonction enliere de cette variable. 
Si on le designe pars, on aura, en vertu de I’equation ( 6 ), 

max’"~'-\- (/« — i)bx'"---'r- [m — . . .-f- 2 px ■+- q. 

Done, pour obtenir la derivee d' une fonction enti^re dx x, il suffit de 
multiplier chaque terme par I’exposant de la variable, et de diminuer 
chaque exposant d’une unite. Il est aise de voir que cette proposition 
subsiste dans le cas ou la variable devient imaginaire. 


OEm res df C. — S. 11, t. IV. 


38 
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Soit main tenant 


Comme on aura, en supposant les fonctions u, w, 
sitives, 

( 8 ) h::^lM-+-lC' + hP>-h..., 

et, clans tous les cas possibles, s'—u^v'-w^..-. 


toutes po- 


(9) 


il5’= -lw--H •, 

2 2 2 2 


Tapplication Ju principe enonce a la formule (8) ou a la formule (g) 
fournira I’equation 

ds dll dv dw 


de laquelle on conclura 


(II) 


( 




[dll dv dw 
( 1 i 

\ U V W 


....) 


=r W. .. uw, ,, d\>-\- uv,, . dw-^ 


Exemples : 

d{ ui^) =z u dv H- da, d(iivw) (W du H- aw c/t-’ H- uv dw, 

Soit encore 

U 

(12) 

En clifferentiant k ou -I#*, on trouvera 

2 

~s ~ ~u V ’ v\ u V J 


(i3) 

et, par suite, 


u 


{'du — u d{' 
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On arriverait au meme resultaf, en observant que la differcnticlle de ” 
est equivalente a 



-du-^ ud- 


dll u c/r 
i’ r- 


Exemples : 

,sin^* cosuT — sin;r c/cosj: dx 

a tailga? nz cl zn ■ ■ . - — 5 

cosj:’ COS-.Z? cos-.r 


d cotx =z — 


dx 


X 


a dx 


— — ^ j dx, 

X \ xj 


,Lr i —lx j 

d zz: ^ dx, 

X X“ 


— b dx 
(a-\-xy- 


Si les fonctions u, v se reduisent a des fonctions entieres, Jo raj 
port deviendra ce qu’on nomme une fraction raiionnelle- On detei 

minera facilement sa differentielle h I’aide des tbrmiiles (6) el u4)* 
Apres avoir forme les differentielles du produit ww... et du quo- 
tient on obtiendra sans peine celles de plusieurs autres expres- 
! 

sions, telles que u'\ u'\ . . . . En effet, on trouvera pour s — u". 


Is — I’lu, 
1 

pour s = u'\ 
Is^ -\u. 


ds du . ^ 

— — j- 1 tt di\ 

s a 


ds 

s 



ur 



ds — du -h «*' i u dv; 


» :;-^du dv 

ds — u^ 1 : 


pour s = u^\ 

\$^ 4- “ Itf efr H- 1 w Ir ; 

etc. 


Examples : 

dx^:=:x^{l 4- \x)dx. 


2 

dx'" 


1 — 1 J? 


:r * dv^ 


dx^^z 


Nous terminerons cette Le^on en recherchant la difS&rentielle d'line 
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fonclion imaginaire. On nomme ainsi toute expression qui pent etre 
ramenee a la forme « et e designant deux fonctions 

reelles. Cela pose, si Ton appelle hmite d’une expression imaginaire 
variable ce que devienl cette expression quand on y remplace la 
partie reelle et le coefficient de par leurs limites respectives, et 
si, de plus, on etend aux fonctions imaginaires les definitions que 
nous avons donnees pour les differences, les differentielles et les deri- 
vees des fonctions reelles, on reconnaitra que I’equation 


entraine les suivantes : 


.S = ?/ -t- i>\l — I 


A.9 == Am -4- Ac’ V — 


A.v Atf At' / — 

Aj: ~ Aj? ^ Aj?^ 


As Am 

a cc 



On aura en consequence 

{10} d{u —du -h dv \ I * 

La forme de cette clerniere equation est semblable a celle des equa- 
tions (4). 

Si Ton suppose eii particulier 


on trouvera 


s ~ cosiv 4 - — I sin jr.*, 



Ajoutons que les formules (4)* (5), (6), (^ii) et (r4) subsisteront 
lors meme que les constantes a,b,c, r, oil les fonctions w, 

r, (r, . . comprises clans ces formules, deviendront imaginaires. 
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TROISIEME LECON. 

DIFFiRESTIELLES ET D£RIV£E.S DES DHERS ORDRF.S POIR LES FONCTIOSS SEfLE 

VARIABLE. CHA.NGEME.VT DE LA VARIABLE INDfiPEXDAVTE. 


Comme les fonctions d’une seulo variable x ont ordinairoment pour 
derivees d’autres fonctions de cetle variable, il est clair que d’une 
fonction donnee r = /(a’j on pourra deduire en general une multi- 
tude de fonctions nouvelles dont chaeune sera la derivee de la preee- 
dente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les derivees des 
divers ordres de y ou fix'), et on les indique a I’aide des notations 

v' v" v' V*'’ A''' vl"l 

ou 

/"'K-r), /'(.r). 

Cela pose, y' ou f'(x') sera la derivee du premier ordre de la fonction 
proposee r= /{x')-, y" ou f''(x) sera la derivee du second ordre 
de j, et en meme temps la derivee du premier ordre de v'; etc.; 

enfin v'"^ ou /*"’(^) (« designant un nombre entier quelconque) sera 
la derivee de I’ordre n de y, et en meme temps la derivee du premier 
ordre de 

Soit maintenant dx = h la differentielle de la variable x supposee 
independante. On aura, d’apres ce qu’on vient de dire. 


<■) y'=%^ 


dv 

dx 



> 




dx 


OU, ce qui^evient au mfeme, 

( 3 ) dy — y‘k, dy' — y'h, dy" — f h, .... 


rfy A. 
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De plus, comme la differcntielle d’une fonction de la variable a? est 
une autre fonction de cette variable, rien n’empeche de differentier j 
plusieurs fois de suite. On obtiendra de cette maniere les diffSren- 
tielles des divers ordres de la fonction savoir : 

dj. z=:y’h =r'dir, 

ddy z=h dy' = y" = y" dx\ 

d d dy = K- dy" y" dx^ , 


Pour abreger, on ecrit simplement tPj au lieu de ddy, rf^jaii lieu 
de dddy, etc.; en sorte que la differentielle du premier ordre est 
repr^sentee par dy, la differentielle du second ordre par d^y, celle du 
troisieme ordre par d'^y, etc., et generalement la differentielle de 
I’ordre n par d“y. Ces conventions etant admises, on aura evidem- 
ment 


\dy=Y'dx, ^Y=y"dx^, d^y^y^dx^, d^y — y dx'', 
' ' I d'‘y=:y(’‘) dx", 

et, par suite. 


(4) 


dy 

dx’ 


r 


d^y 

dx^’ 


^ dx^’ 


T 


d’Y 

dd?’ 



II resulte de-la derniere des formules (3) que la derivee de I’ordre n, 
savoiry"^ est precisement le coefficient par lequel il faut multiplier 
la n““* puissance de la constante h=.dx pour obtenir la differentielle 
de I’ordre «. C’est pour cette raison que y"' est quelquefois appelee 
le coefficient dijfferentiel de I’ordre n. 

Les methodes par lesquelles on determine les differentielles et les 
derivees du premier ordre pour les fonctions d’une seule variable/ 
servent egalement a calculer leurs differentielles et leurs derivees des 
ordres superieurs. Les calculs de cette espece s’effectuent trfes facile- 
ment, ainsi qu’on va le montrer par des exemples. 

Soft d’abord y sina;. Comme, en designant par a une quantite 
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constante, on a generalement 

sin(j; -T- a) = cos(a? a) d[x + a) —i,m{x a + {r.) dx, 
on en conclura 

cJsinj* = sin(j^ H- 
d siii(j; -t- i^r) = sin(a: :;) dx, 
afsin( j -f- tt) ::= sin( jr ■+■ \z)dx. 


et par suite on trouvera pour v = sinir, 

y=sin(j; + |:r), 7"== sin(a: -i- tt), j"=sin(.r4- .... 

7'" =sin^j: H- 

En operant de meme, on trouvera encore, pour 7' cos£r, 

7'=cos(j;‘+ ^tt), 7''=cos(j?+ t:), j"’— cos( r -t- ’ tt). ..., 

yf"! — COS^X -H ^ 7:^; 

pour y = A"®, 

7' = A*(1A), 7"=.UtIA)», = ..., =.A-(I A )'; 

pour y = of, 

y'—ax‘‘~^, y’—a(a — ..., 
y(n) — a{a — i)(a — 2). ..(<2 — n-h i)x"“". 

II est essentiel d’observerque chacunedes expressions sin(.r -1- i«~), 
eos(a: -1- 5«u) admet seulement quatre valeurs distinetes qui se re- 
produisentperiodiquementet toujours dans le meme ordre. Ces quatre 
valeurs, dont on obtient la premiere, la seconde, la troisieme ou la 
quatrieme, suivantque le nombre entier n, divise par4i donnepour 
reste o, i, 2 ou 3 , sont respectivement sina;, cosa;, — sina:, — cosa:, 
pour 1,’expression sin(a; - 4 -|n-ir), et cosa;, — sina;, — cosar, sinar, 
pour I’expression cos(a; -f- Init). De plus, si, dans les fonclions Af, 
a?“, on remplace la lettre A par le nombre e qui sert de base aax loga- 
rithmes nep§riens, et la quantite a par le nombre entier n, on recon- 
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laitra que les derivees successives de sont toutes egales a e*”, tandis 
[ue, pour la lonction of, la derivee de I’ordre n se reduit a la quantite 
:onstante i.2.3. . .n, et les suivantes a zero. 

En substituant les differentielles aux derivees, on tirera des for- 
iiules que nous venons d’etablir 

d" sinj? = sin(ic -i- \mt)dx‘\ d" cosj; = cos (a’ + I mt) dx”, 

" A*’ = A* ( 1 A )" dx" , d" — e=‘ dx « , 

cf" — i) . . .(a — n + t')x‘‘~" dx", d"x"=i .2.5. . .n dx", 

d" IvT = dxd"~^ ( X -' ) = (' — i)"~' ^ dx", .... 

■ . • jyii 

Considerons encore les deux fonctions /{.oc + a) et fijxx). On 
trouvera pour v = f\x -f- 

y' — f\x^a), y''—f\^x-\ra), jf"-' = /(".'( x -t- a), 

d"y~f'"\x~ra)dx"\ 

pour — fiax), 

y'z=iaj\ax), y' — a-/"{ax), ..., y’-"'i — a"f^"'i(ax), 

d"y = a" f'"'{ax) dx". 

Bxemples : 

d"{x + a)"-=: i . 2.5 . . .n dx" , d" — a” dx" , . .. 

Soient maintenant y = f{x) et z deux fonctions de x liees par 
I’equation 

(5) z = F(r^. 

En dilTerentiant cette equation plusieurs fois de suite, on trouvera 

^ g ^ V\ y ) dy + F'(7 ) J, 

] ipz — F'''( y ) dj^ -H 3 F't j) dy d'y -H F'( r ) d^y. 
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Exemples : 

d'^{a+y) = d'‘y, d'^(-y)zz-d''y, 

af®(aj) = arf“y, d'‘{ax'^) = i.'i.3. . .n.adx", 
dey=erdy, ^ey=ey{dy^+ d‘y), 

<^ey=ey{dy^ + 3dyd^y-^ePy), 

Si la variable x cessait d’etre independante, I’equation 

( 7 ) y=fi^), 

etant differentiee plusieurs fois de suite, donnerait naissance a de nou- 
velles formulas parfaitement semblables aux equations (6), savoir 

' —f{x)dx, 

(8) d^y = f{x)dx^+f\x)d^x, 

d}yz=z 3 f{x)dxd}x^ f\x)d^x^ 



On tire de celles-ci 

d_y 
dx’’ 

dx d^y — dy d>x _ ^ jdy 
dx^ dx dx' 

dx{dxd^y — dytpx) — 3<Px{dxd^y — dyd'x) i . dx iPy — dyd^x 

dx” dx dx^ ' 


Pour revenir au cas ou x est variable independante, il suffirait de 
supposer la differentielle dx eonstante, et par suite 

■ d'x = o, d*x = o, .... 

Alors les formulas (9) deviendraient 

(.") /'(-) = £. /’(») = & /’w = S 

c’est-k-dire qu’elles se reduiraient aux Equations (4). ces der- 
niires, comparees aux Equations (9), il resulte que, si Ton exprime 

OEawe* de C . — S. H, t.lT. ^9 


/'(^) = 
f''{x) = 

r{^)= 
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les derivees successives de ^ I’aide des difFerentielles des 

variables x el y= /(«) : dans le cas oil la variable x est sup- 

posee independante; 2“ dans le cas ou elle cesse de 1 etre, la deriv 6 e 
du premier ordre sera la seule dont I’expression reste la meme dans 
les deux hypotheses. Ajoutons que, pour passer du premier cas au 
second, il faudra remplacer 


dx'^ 

d^y 


par 

par 


doc d^y — dy d} x 
dx^ ’ 

dx{dx d^y^dy d^x) ^^d^xjdx d\y — dy d^x) ^ 
dx^ — 


C’est par des substitutions de cette nature qu’on peut operer un chan- 
gemeni de variable independante. 

Parmi les fonctions composees d’une seule variable, il en est dont 
les differentielles successives se pr^sentent sous une forme tres 
simple. Concevons, par exemple, que Ton designe par u, v, w, ... 
diverses fonctions de x. En differentiant n fois chacune des fonc- 
tions composees 

„-e, « + rv/3-i, aw -h 4- -h . * . , 

on trouvera 

I d’^ {^u 9) z=z u d'^ 9 ^ 

d^{^u — 9) =:d^u — d'^ 9 , 

d’^i^u 4- 9 v'— i) = d'^u-{- d'^ 9 \/—i ^ 

(12) d^{aii 4 - Z»(> 4 - cw 4-. . .) =ad^u 

Il suit de la formule (12) que la dijfferentielle d’^y de la fonction 
entiere 

y^ax^^ 4- Z?^"*“‘4- c^2?"*"®4- . . . 4- />J3®4- qx 4- r 

se reduit, pour n = m, a la quantite constante . .m.a.doc^, 

et pour 72 >> 7 w, a zero. 
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RELATIONS QUI EXISTExNT ENTRE LES FONCTIONS RfeELLES d’CNE SECLE VARIABLE 
ET LEURS DfiRIVfiES, OU DIFFERENTIELLES, RES RIVERS ORDRES. 


Apres avoir appris a former les derivees et les differentielles des 
fonctions d’une seule variable, il nous reste a montrer I’usage qu’on 
peut en faire, et leurs principales proprietes. Dans ce dessein, nous 
commeneerons. par faire connaitre diverses relations qui existent 
entre les derivees des divers ordres et les fonctions elles-memes 
supposees reelles. Ces relations se trouvent expri rates dans les theo- 
remes que nous allons enoncer. 

TnEORfeME I. — La fonction y= etant supposee reelle et con- 

tinue. par rapport a la variable x dans le voisinage de la valeur parti- 
culiire x = x^, croitra ou decroUra en mime temps que cette variable, 
a partir de la valeur x = x^, si la valeur correspondante de la fonction 

dericee y’ esl positive et finie. Mais, si cette derniire valeur est Jinie 

et negative, la fonction y decroUra pour des valeurs croissantes de la 
variable x, et croUra pour des valeurs decroissantes de la mime variable. 

Demonstration. — Soient A®, Av les accroissements infiniment 
petits et simultanes des variables x, y. Le rapport ^ aura pour 
limite ^ = j'- On doit en conclure que, pour de tres petites valeurs 
numeriques de Aa? et pour une valeur particuliere a;, de la variable x, 
le rapport ^ sera positif, si la valeur correspondante de y' est une 
quantite positive et finie; n6gatif, si cette valeur de y est une quan- 
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tite finie, raais negative. Dans le premier cas, les differences infini- 
ment petites A/ etant de meme signe, la fonction 7 croitra ou 
diminuera, k partir de = en meme temps que la variable a?. 
Dans le second cas, les differences infiniment petites etant de signes 
contraires, la fonction 7 croitra, si la variable a? diminue, et decroitra 
si la variable augmente. 

Gorollairel. - Concevons que la fonction 7 = /(«?) demeure con- 
tinue entre deux limites donnees a; = a;,, a? = X. Si Ton fait croitre 
la variable x par degres insensibles depuis la premiere limite jusqu a 
la seconde, la fonction 7 ira en croissant to utes les fois que sa derives 
etant finie aura une valeur positive, et en decroissant toutes les fois 
que cette meme derivee obtiendra une valeur negative. Done la fonc- 
tion Y ne pourra cesser de croitre pour diminuer, ou de diminuer 
pour croitre, qu’autant que la derivee /-passera du positif au n^gatif, 
ou r^ciproquement. II est essentiel d’observer que, dans ee passage, 
la fonction derivee deviendra nulle, si elle ne cesse pas d’etre con- 
tinue. 

Corollaire IL — Concevons que la fonction 7 —fix') s’evanouisse 
pour la valeur particuliere x = et demeure continue dans le 
voisinage de cette valeur. Si la valeur correspondante de la de- 
rivee 7'=/'( a;) est finie et positive, alors, en supposanta; tres peu 
different de on aura 

f{x)'>o pour et f{x)<o pour xKxa, 

Au contraire, si la valeur de7' est finie et negative, on aura 
/(ic)<o pour et f{x)'>o pour 

TheorIue II. — Soient f(x) et F(a7) deux fonctions reelles qui s’ dva- 
nouissent pour xx=x^et qui reslent continues entre les limites x = x^, 
£P = X. Supposons d’ailleurs que la fonction ddripee Y{x) ne change pas 
de signe entre les limites dont il s’agit. Si I’ on nomme A la plus petite 
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et B la plus grande des vahurs que regoit dans cet intervalle le rapporl 


la fraction 


f'(^) 


f(X) 

F(X) 


sera elle-mime comprise enlre les deux limiles A et B. 

Demonstration. — Puisqu’on aura par hypothese, pour toutes les 
valeurs de x renfermees entre les limites Xg, X, 


fVI 

F'{a:) 


— A>o, 


f(^) 

F'(x) 


B<o, 


el que la fonction derivee F'(a?) ne changera pas de signe entre ces 
limites, on peut affirmer que, dans cet intervalle. Tun des produits 


F'(^) [1^ - a] =f(^) - A F(^), 
r(x) [1^ - b] = f'(a.) - B F'{^) 


sera constamment positif, I’autre negatif. D'ailleurs ces produits sont 
respectivement egaux aux derivees des fonctions 

AF(a;), f(ir) - B F(jt). 


Done, en vertu de ce qui a ete dit ci-dessus (theoreme I, corollaire I), 
I’une de ces fonctions sera toujours eroissante,rautre toujours decrois- 
sante depuis a? = a;o jusqu’ii a? = X. Done, puisqu’elles s’evanouissent 
simultanement pour a; = x^, les valeurs qu’elles recevront pour a? = X, 
savoir 

f(X)-AF(X), f{X)-BF(X), 

seront des quantites de signes contraires, et Ton pourra en dire autant 
des quotients que fournissent les menaes valeui^ divis^es par F(X), 



310 LECONS SUR LE CALCUL DIFFt RENTIEL. 

c’est-k-dire des differences 


f(X) 

F(X) 


-A, 


f(X) 

F(X) 


-B. 


Done la fraction sera comprise entre A et B. 

CoroUaire 1. — Si les fonetions deriv^es ^''(;») sont elles- 

memes continues entre les limites x = x^, a? = X, tandis qu’on pas- 

sera d’une limite a I’autre, le rapport variera de manike a rester 

toujours compris entre les deux valeurs A, B, eta prendre successi- 
vement toutes les valeurs intermediaires. Done alors toute quantite 

moyenne entre A et B, par example, la fraction valeur 

du rapport correspondante a une valeur ^ de a? renfermee entre 

les limites iCo, X; en sorte qu’on aura 


FCX)~F'U)’ 

Si I’on fait, "pour plus de commodite, X = a?,,-!- A, la quantite ^ sera 
de la forme Xg-hA,, A, designant une quantite de meme signe que A, 
mais d’une valeur numerique moindre; et I’equation (i) deviendra 

' ^ F(j;o-hA)~ F'(a;,-(-/t,)' 


En d’autres termes, si Ton represente par 0 un nombre inferieur a 
I’unite, on pourra choisir ce nombre de maniere a verifier la formule 

f (a?o -i- A) 9A) 

^ F(a!g-i-/i) ~ F'(a;g-i-9A) 

CoroUaire 11. — Si les fonetions 


... j f(^)» f'(«b 

I F(x), F'(:r), F'-Co:), 

s’evanouissaient toutes pour a; = a?o, et demeuraient continues, aussi 
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Men que et F"®(a7), entre les limites x = x = x^-i-k; alors, 
en supposant chacune des fonctions derivees 

(5) F'(a?), F'(j;), F'’(a;), F(»)(-a?), 

toujours positive ou toujours negative depuis la premiere limite jus- 
qu’a la seconde, et designant par A,, h^, h„ des quantiles de 
meme signe, mais dont les valeurs numeriques seraient de plus.en 
plus petites, on obtiendrait avec I’equation (2) une suite d’equations 
semblables dont la reunion composerait la formule 

f ( ^0 ~f~ A ) f ( -T- hi ) ) 

F(a;o+ A) ~ F'(aro4- Aj) ~ F''(a:»+ A,) Ft»i(a?o+ *»)' 

Si, dans la formule (6), on se contente d’egaler la premifere fraction 
a la derniere, Tequation a laquelle on parviendra pourra s’ecrire 
comme il suit 

f(^o+A) _ P«)(cr„ + 9A) 

F(a;o-t-A)~F<»>(®o+5/0’ 

0 etant toujours un nombre inferipur a I’unite. 

CoroUaire HI. — Lorsqu’on pose, dans la formule ( 3 ), 
x„=o, f{x) = x, 

on en tire 

(8) f(A) = Af'(0A). 


De meme, lorsque dans la formule (7) on pose 

a?o=o, F(a:) = a:", 


on trouve 


Ff'*)(a:) = i.a.3.. - n. 


f(A)^ f(9A) 

A® i.a.3...n 


et, par suite, 
(9) 


En consequence, on pent enoncer les deux propositions suivantes : 
TafiORtME III. — Lorsqtuslafonctwnt{as)s'i^ammim^latmiabkx, 
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et demeure conlinue, ainsi que la derivie depuis x = o jusqud 

x — k, il existe entre les limites o et i une valeur de 0 propre a verifier 

V equation 

(,o) ‘ f(A)=Af'(0A). 

Theor^me IV- — Lorsque lesfonctions 
i'{co), n^), 

sevanouissent avec la variable x et demeurent continues, ainsi que la 
fonction derivee depuis x — ojusqu^d x = h, il existe entre les 

limites o et i une valeur de 9 propre a verifier laformule 


Soit maintenant f{x) une fonction de x qui obtienne une valeur 
finie positive ou negative pour x = x^, et qui reste continue, ainsi 
que la fonction derivee f{x), depuis x=^x^ jusqu’a a? = X. Si Ton 
pose 

(12) t{x)=f{x)—J{x„), F{x}=x — x„ 


on trouvera 

(i3) {'ix)=fix), ¥'{x)=i. 


Par suite, les formules (i) et (3) donneront 


(>4) 


=ni) 


ou, ce qui revient au meme. 


(i5) 


e/o- 


On peut done enoncer le theoreme suivant : 

Theor£me V. — Lorsque la fonction f{x) conserve une valeur finie pour 
ar = ajfl e? reste continue, ainsi que sa derwde f{x), depuis x = Xq jus- 
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qua x = x^ + h,il existe enlre les limites oeti une vakur de 0 propre d 
verifier V equation 

(i6> /(a‘o + /O -/(^o) = h /'{^o4- Qh). 

De meme, si, dans la formule (7), on suppose f(a;), V{x) determi- 
nees par les equations 

(17) f(a?) =/(«) — /(J?,,), F(ar) = (j7 — j'o)'’, 

on obtiendra cet autre tlieoreme : 

Xn^ORfiME Vf. — Lorsque les fonctions 

(18) f{x), 

se rdduisent, pour x = la premiere a une quantile Jinie, les suivantes 
a zero, et restent continues, ainsi que /"’(a?), depuis x = Xi, jusqiid 
X = x^-\- h, il existe entre les limites o et i une valeur de 0 propre d 
vdrifier liquation 

(«9) + — /(aro)= e/i). 

Au reste, les formules (i6) et (19) se trouvent comprises dans 
celles que Ton deduit des equations ( 3 ) et (7), en substituant aux 
fonetions f et F deux autres fonctions / et F liees aux deux premieres 
par les formules 

(20) i{ic)= f{x) — F(j?) = F’(x) — /^(o-o). 

Alors, en effet, on tire de I’equation ( 3 ) 

, , Jioea+h)— f{xi) _ f'{x^+ Bh) 

F{x,+ h)-F(x,,)- F\x,+ Bh)’ 

et de I’equation (7) 

, , f{x^ + h)—f{xdt^f^'^Kxt'>r6k) 

F(^, + A)-F(ar,) - Fi»)(a;,+ eA) 

La formule ( 22), qui coincide avec la formule (21), quand le nombre n 
est precisement I’unit^, suppose : 1“ que, pour x = a:,, les fonctions 

mdvret deC.— S, H, t. IV. 4o 



314 LECONS SUR LE CALCUL DIF FERENTIEL. 

f{x), F{x) sc reduisent a des quantiles finies, et les fonctions deri- 
vees 

( 20 ) 

I F'(ar), F\x), 

a zero; 2 “ que chacune des fonctions derivees 

(34) Fix), F'ix), F'‘Kx) 

ne change pas de signo entre les limites x = x^, x = X; 3“ que les 
fonctions (23) restent continues entre ces limites aussi bicn que /(x), 
F(x) et/^'‘^(x), F''‘\x). 
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CINQUIEME LEGON. 

d£ I'ERHIXATIOX DES VALELRS QCE PRES.NEXT LES FOXCTIOXS RfiELLES B’LXE SEl tE VARrABLE 

O ± 3C 

QL’AND ELLES SE PRfiSENTENT SOUS LES FORMES IXD£TEBMIS£ES -> ? O X ±: X, 0\ 

o :i:x 


Les principes elablis dans laLe^on precedente fournissent le moyen 
de fixer la veritable valeur d'une fraction dont les deux termes sont 
des fonctions reelles de la variable or, dans le cas ou Ton attribue a 
cette variable une valeur particuliere pour laquelle la fraction se pre- 
sente sous la forme indeterminee -• En effef, suit 

o 



la fraction dont il s’agit, et supposons que la valeur particuliere = 
reduise ^ a la forme -> en faisant evanouir f(a;) et Ffx). La valeur 
de s correspondante a a; = ne sera autre chose que la limile dont x 
s’approclie indefiniment, tandis que j: s’approclie de a-o- Cela pose, 
concevons que Ton designe par X une quantite tres peu differenle 
de iTj, et par ? une autre quantite comprise entre et X. Comrae, en 
general, chacune des fonctions f(x), F(x), fCx), F{x) restera con- 
tinue, et conservera le meme signe depuis la valeur particuliere de x 
representee par jusqu’a une valeur tres voisine a? = X, on pourra, 
en vertu de la formule (i) de la quatrieme Letjon, choisir.la quantite ^ 
de maniere a verifier I’equation 

f(X) _ f(_D 
F(X)~F'(|)’ 

Si maintenant la quantite X vient a se rapprocher indefiniment de la 
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limite il en sera de meme, a plus forte raison, de la quantile et 
le second membre de I’equation ( 2 ) aura evidemment pour limite la 
valeur de la fraction 

f(A-) 

(3) F'(a!) 

correspondante a On peut done enoncer la proposition sui- 

vante : 

C( >7^) I 

TiiEORfeME I. — Lorsquune valeur particuliere du rapport se pre- 
sente sous la forme cetle valeur coincide avec la valeur correspondante 

j r(r) 

du rapport 

Exemples. — En vertu du theoreme qui precede, on aura, pour 
a:; = o. 


1 

H 

1 

1 


sin/J? 

C0S«2? 


2XC0^dC^ 

A 


I 

sina? 

COS.C J 




2X 0 


poura?= I, 

\x _i__, — r _ T _ 1 

X — l ~~ X .C®— I “203 “ 2 ’ 53"— l“«03"-' w’ 

Il est bon d’observer que I’equation ( 2 ) et le tbeor'eme I s’etendent 
au cas m^me oil la constante x^ devient infinie. Seulement X et ^ 
representent alors deux quantiles dont les signes sent les memes que 
celui de et dont les valeurs numeriques sent tres grandes, la 
valeur numerique de ? etant superieure a celle de X. 

Si les fonctions f'(a?), F'(a3) s’evanouissaient a leur tour pour a; = x,,, 
la valeur particuliere du rapport se presenterait elle-meme sous 
la forme -> et coinciderait, en vertu du theoreme 1, avec la valeur 
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correspondante du rapport 

F'tx)’ 

dont les deux lermes sont les derivees du premier ordre de i’(jc) et 
de F'(a;). Si les fonctions f"(ar), F"(a;) s’evaiiouissaient encore, il 
faudrait, pour obtenir ia valeur clierchec de s, recourir a la fraction 

r(.r) 

etc. En continuant ainsi, on deduira sans peine du theoreme I celui 
que nous aliens enoncer, 

TnEORiiME 11. — Lorsque les fonctions 


I F(^), F'(^), F'(x), F>'‘-‘i(x), 

( f(^), f(ar), 


s’ evanoiussent toutes pour la valeur particuliere x = la valeur cor- 
respondante du rapport 


(I) 


F(^) 


coincide avec celle du rapport 
( 0 ) 




Exemples. — En vertu du theoreme II, on aura, pour jj = o, 

I — cosa; j_ sin.r cosa- i .r — sin.r i — cos.r i 

aa; 2 2 ’ 3 .c* 6 ’ 

— e-^-^ %x e ~^ — 2 e® — e®+ e~^ ^ 

X — sin vC ” i — cos a; “ siujr cosx ’ 

Si, dans les theorbmes I ct II, on fait, pour abreger, 

{{x)=y, 'F{x) = z, 

on aura, en vertu de ces memes theoremes, et pour x — x^r 
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ou bien 
(-) 




L’equatlon (G) suppose que, pour x = Xo, la valeur de se presente 

sous la forme indeterminee et Tequation (7) que les valeurs cor- 
respondantes de 


r 


r 


(n-l) 




se presentent encore sous la meme forme. 

Si la valeur particuliere x = x„ rendait infinies les deux functions 
Y = f(£c) et = F(®)> ®11 g reduirait a zero les deux suivantes 


( 8 ) 


I 


y 


I 



et, comme les derivees de ces dernieres sont respectivement 



on aurait, pour x = x^, en vertu du theoreme I, 



ou, ce qui revient au meme, 



En multipliant par ^ les deux membres de la formule precedente, on 
en conclura 

ll. = Z. 


Par consequent, I’equation (6) s’etend au cas meme oil la fraction 
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■7 = se presente sous la forme indeterminee ^7; ot I'on pout 
joindre encore au theoreme I celui que nous allons enoncer. 


TuEORfiME III. — Lorsqu’une raleur particuliere du rapport ne 
presente sous la forme indeterminee 77 ’ cette raleur coincide acec la 
raleur correspondante du rapport • 

Exemple. — On a, pour x — o. 


X sin’a: 

COtj; X 


sinj:^ . 

sin = sin j: = o, 

X 


CoroUaire. — Le theoreme III s’etend, ainsi que le premier, au eas 
meme oil la valeur particuliere attribuee a la variable x devient 
infinie. Par suite, lorsque la valeur numerique de la fonction f(a-) 
croit indefiniment avec celle de la variable x, on a, pour x — ±-x., 

(.0) = 


Concevons, par exemple, que Ton egale successivement Ux) aux 
deux fonctions 

A*, Lx, 

A designant un nombre superieur a I’unite, et L(a?) un logarithme 
pris dans le systeme dont la base est A. Comme les derivees de ces 
deux fonctions, savoir 

A»1A el 

X 

deviendront, la premiere infinie, et la seconde nulle, pour des valeurs 
infiniment grandes de la variable a;, on tirera de la fornaule (10), en 
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faisant converger x vers la limite so, 

(11) 

1 X 

(12) lim— =0. 

Ii resulte des formules (ii) et (12) : que, dans le cas oil Von sup- 
pose A ;> I , U exponentielle finit par croiLre beaucoup plus rapidement 
que la variable x ; 2® que les logarithmes des nombres^ dans un systeme 
dont la base surpasse V unite, croissent moins rapidement que les nombres 
eux-mimes* 

Si les fonctions derivees devenaient Tune et I’autre 

infinies, la valeur particuliere du r.apport se presenterait a son 

tour sous la forme et coinciderait, en vertu du theoreme III, 

avec la valeur correspondante du rapport 

f"(^) 

F"(^) 

dont les deux termes sont les derivees du premier ordre de f'(a?) et 
de r'(a?). Si les fonctions ("(x), F"(x) devenaient elles-memes infi- 
nies, on serait oblige de recourir a la fraction 

r(x) 

etc. En continuant ainsi, on deduira sans peine du theoreme III la 
proposition suivante : 

Theor 6 me IV. — Lorsque les fonctions ( 4 ) deviennent toutes infinies 
pour la valeur particuliere x = x^, la valeur correspondante du rapport 

f(jr) 

F(^) 


0 ) 

coincide acec celle du rapport 


FW(a:) 
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Exemple. — Soit a une constante positive, et n Je nombre entier 
immediatement superieur a cette constante. En vertii du theoreme IV, 
on aura, pour a? = oc. 


— — _ ai.a — x). . .{a — n _ 

ou, ce qui revient au meme, 

(13) .r« 6-^=0. 

Les theorenaes ci-dessus etablis scrvenf a fixer les valours des trac- 
tions qui se presentent sous Tune des formes ^ ou II est essen- 

tiel d’ajouter qu’on en deduira sans peine les valours des fonctions 
d’une seule variable qui se presenteraient sous Tune des formes inde- 
lerminees 

ox ±00, 0°, 00®, I*“, .... 

Ainsi, en particulier, si Ton designe par j et z deux fonctions de x 
qui deviennent, pour x = x^, la premiere nulle, la seconde infinie, la 
valeur de la fonction 

(14) 

correspondante a x=:x^, prendra la forme o x ±3o, et coincidera 
evidemment avec celles des rapports 

y . ~ 

— et — > 

I I 

qui pourront etre determinees a I’aide des theoremes I, II, 111 ou IV, 
attendu tju’elles se presenteront sous les formes ^ et 0^- On aura, 
par exemple, pour a; = oo, en vertu du theoreme I, 


(i5) 


e-^lx=: 


lx 

~p 



o 


OKtiPres de €• — S. U, 1. IV, 


4s 
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ot, pour X = o, en vertu du theorfeme III, 


(.6) 


x--^ 

I 

II 

p 

JC ItZ? — 1 — 

1 

1 

(17) 

1 X 

X'‘'^ 



a, 1 vC. — — — 

X ^ 

— ax~^~^ 

a ' 


a etant une constante positive. De meme, si les fonctions y et s sont 
telles, que Ton ait, pour x = x^. 


ou bien 

ou bien encore 
la valeur de 

(i8) 


y = o et - = o 

y = co et 5 = 0, 

y = i et 5 = ± CO, 

s=y=. 


correspondante a a? = x^, se presentera sous Tune des formes indeter- 
minees 

o'*, oo'>, I*”. 


Or, pour obtenir cette valeur, il suffira d’observer qu’on a, en vertu 
de I’equation (i8), 


et, par suite, 
(* 9 ) 



puis de fixer la valeur du rapport 


(20) 


1 / 


a I’aide des theoremes I, II, III ou IV. Ainsi, par exemple, on deduira 
immediatement des theoremes I et III, combines avec la formule (19), 
la proposition suivante : 

XHKORiME V . — Lorsquiine valeur particuUire de V expression y^ se 
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oresente sous I’une des formes inditerminees o", oc“, i**, cette raleur 
coincide acec la valeur correspondante de I’exponentielk 

(21) e 

Corollaire /. — Soient y = f(ic) et s = a?, f(a;) designant une tonc- 
tion qui s’evanouisse avec la variable x. On trouvera, pour une valeur 
nulle de cette variable, 

hx > 

(22) [f(a)]* = e . 


Ainsi, par exemple, on aura, pour a; = o, 

(28) a^=e-^=i. 

Corollaire II. — Soient = ot - = designant une 

fonction dont la valeur numerique croisse indefiniment avec ceile de 
la variable x. On trouvera, pour a? = ao, 

(24) [f(2?)f=C^, 

puis, en posant i{x) = x, 

1 1 

(25) X^=e^ = i. 

Corollaire III. - Soient 7 = 0? et s = F(ar), F(a;) designant une 
fonction qui acquiere une valeur infinie quand la variable x se reduit 
a I’linite. On aura, poura: = i, 

(26) , 
puis, en posant F(a;) = 


Nous ne nous arr^terons point a considerer diverses formes indeter- 
minees que pourraient presenter les valeurs particulibres des fone- 
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tions d’une seule variable, mais que Ton reduirait facilement a celles 

1 

que nous avons considerees, par exemple les formes i", etc. ; et 
nous terminerons cette Legon en observant que Ton peut simplifier, 
dans plusieurs cas, Tapplication des theorbmes I, II, ..., a I’aide de 
quelques artifices d’analyse, tels que la decomposition des fonctions 
en facteurs. Ainsi, Ton aura, en vertu du theoreme I, et pour 3? = o. 


j — cosx sin i sinj; _ i _i 

sinx- 2XC0SX® acosx^ x ~2 2’ 



etc. 
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SUR LES DfiRIVfiES DES FONCTXONS QL’I REPRfiSENTENT LES QUA^'TIT^:S I>*FI>’IMENT PETU’ES. 


Soit/(i) une fonction reelle qui s’evanouisse en meme temps que 
la variable i, et prenons cette variable pour base d’un systemc de 
quantites infiniment petites. Soit de plus a un nombre constant 
rationnel ou irrationnel. D’apres ce qui a ete dit dans les Prelimi- 
naires, /(i) sera un infiniment petit de Vordre a, si la limite du 
I'apport 


est nulle pour toutes les valeurs do r plus petites que a, et infinie 
pour toutes les valeurs de r plus grandes que a. Cela pose, il sera 
generalement facile de fixer I’ordre d’une quantite infiniment petite. 
Seulement, pour y parvenir, on devra, dans certains cas, evalucrdes 
expressions qui se presenteront sous une forme indeterminee, a I’aidc 
des principes etablis dans la Le^on precedente. Ainsi, par exemple, si 
Ton considere le produit 

(2) J“ll, 

on reconnaitra sans peine : i® que ce produit s’evanouit avec la va- 
riable i, aussi bien que le produit la; avee la variable x [wir la for- 
mule (17) de la page 822]; 2“ que le rapport 


s’evanouit pareillement pour des valeurs positives de a — r, et acquiert 
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une valeur infinie pour des valeyrs positives de r a. Done 1 Expres- 
sion (i) sera une quantite infiniment petite de I’ordre a. 

De meme, puisque la fonction 

(3) 17 

s’evanouit avec i, tandis que le rapport 

I 

se reduit a zero pour des valeurs positives de a — r, et a ^ pour des' 

valeurs positives de /■ — a, on pent encore affirnaer que [expres- 
sion ( 3 ) est un infiniment petit de I’ordre a. On doit en dire autant 
des produits 

que nous avons deja consideres a la page 282 des Preliminaires, et que 
Ton forme en multipliant I’expression (2) ou ( 3 ) par un nouveau fac- 
teur e\ qui regoit la valeur tinie i pour i = o. 

Lorsque, dans I’expression ( 3 ), on pose a = o, on obtient le rap- 
port 

(4) 

qui est une quantite infiniment petite de I’ordrc a = o. Effectivement 
ce rapport s’evanouit avec Mais, si on le divise par on aura, pour 
f = 0, 

I _ I 

I*’ It o’ 

I’exposant r ayant une valeur positive aussi petite que Ton voudra. 

On reconnaitrait encore facilement que I’expression 

(5) 


est une quantite infiniment petite de I’ordre 00. En effet, cette expres- 
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sion s’evanouit pour i= o, et si, apres I’avoir divisee par i’’, on pose 
-.=x, on trouvera, pour ^ = o, ou, ce qui revient au meme, pour 
= 00 [z)oir la formule (i3) de la page 32 1], 


I’exposant r ayant une valeur positive aussi grande que Ton voudra. 

Concevons a present que, la function /(«) etant un infiniment 
petit de I’ordre a, Ton designe par /z le nombre entier egal ou imme- 
diatement superieur a la constante a, le rapport 


sera en general le premier terme de la progression geometrique 


(7) 


ni), 


Ai) Ai) 


/(O 


qui cessera de s’evanouir pour i—o, ou, ce qui revient au meme, 
d’etre une quantite infiniment petite. On doit seulement excepter 
certains cas particuliers dans lesquels la constante a coincide avec le 
nombre entier n. En efiTet, le rapport 


( 8 ) 



que Ton deduit de I’expression (t), en posantr = a, peut obtenir, 
pour i = o, comme on I’a remarque dans les Preliminaires (page 282), 
une valeur finie ou nulle ou infinie. Or, quand ce rapport s’evanouit 
avec i, et que Ton a d’ailleurs a=^n, il est clair que I’expression 


(9) 


A£l 


est le premier terme de la progression (7), qui cesse d’etre une quan- 
tite infiniment petite. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si Ton 
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prend pour f{i) la fraction 


(lO) 


It 


dont la valeur devient nulle pour i — 0. 

En resume, de premier terme 

de la progression (7), qui cessera de s’evanouir avec i, sera toujours 
Tune des expressions (6) ou (9). Cela pose, si Ton fait converger i 
vers la limite zero, et si Ton a egard aux theor^mes I et 11 de laLeqon 

precedente, on trouvera successivement 



lim/(0=o, ou 

f{ 0 ) 


=litn/'(0 =o> 

/'(o) 

= 0, 

lim _ hm ^ J — 0, 

1.2 

f\o) 

= 0, 

• * • • J 

f(i) .. 

lim^^ — lim ■ ,N— 

1.2.3, ..(^”0 


= 0, 

,. f(i) 


II 

to 

w 

3 


Done, si I’expression (6) ne s’evanouit pas avec i, f‘\o) sera la pre- 
miere des quantifes 

(n) /(o), /'(o), /"(o), r(o), ... 

qui obtiendra une valeur differente de zero. Au contraire, si I’expres- 
sion (6) s’evanouit avec i, la quantite 

(12) /<«)(o) = i.2.3...nlim=l^^ 


sera encore nulle, et Ton aura, par suite, 




1 ,2.3. . -I- I) 1 .2,3. . ./e(/2 + i) 


y(»+i)(o) =zi. 2 . 3 ...n(«-hi) lim 


/(O 


Alors, I’expression (9) ne s’evanouissant pas avec i, /'’’(o) sera le 
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premier terme de la serie (ii) qui ohtiendra une valeur autre que 
zero. Eq consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

THEORfiME I. — Designons par f(i) une quantile infiniment petite, qui 
soil de Vordre a dans le systime dont la base est i, et par n le nombre 
entier egal ou immediatement superieur ci la constante a. Si Von an'p-a, 
ou si, a etant egal an, le rapport 

/(o 

i" 

nacquiert pas une valeur nulle pour i~o, 

(13) ■ /"»(*■) 

sera la premiire des fonctions 

(14) /(O, /"(O, /"('■), ••• 

qui cessera de s’ dvanoidr avec i. Mais si Von a n — a, et de plus 

(i3) P°“'’ 

le premier terme de la serie (i4) qui cessera de s’evanouir avec i sera la 
fonction 

(16) (O. 

Soit maintenant f(a;) une fonction reelle de x, tcllement choisie, 
que le rapport 

ft.r) 

(17) 3^ 

s’evanouisse pour a? = o. Si Ton considere la variable x comme repre- 
sentant une quantite infiniment petite du premier ordre, t{x) sera 
un infiniment petit d’un ordre 6gal ou superieur a n; eti’on conclura 
du theorfeme I que les fonctions 

f(a?), r(^), 

OEuvres de C, — S- II, t. IV . 
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s’evaiiouiront toutes pour x o. Par suite, le theoreiue H de la qua- 
triemeLecon entrainera celui qiie nous aliens enoncer. 

Tiieoreme 11. Supposons qiie^ les fonctions 

i[xu V[X). r(jr), 

etcuit continues depuis x = o jusqud x~h,le rapport 
( ^ 7 ) - 1 

s ewnoidsse a{?ec la variable x, Alors, si I' on attribue d ou la t^aleur 
oil line Vialeur comprise entre les limiies o, /?, on pourra tromer un 
nomhre 0 inferieur a \ ^ et propre a verifier la formule 

(i8) {{x) — 

i • m tl 

Corollaire. — Lorsqu’on prend n — i, I’^uation (i 8 ) se reduit k 
(ig) f{x) = xr{6x). 

Cette derniere s’accorde avec Tequation (lo) de la quatrieme Legon, 
et suppose : i° que la fonction f(x) s’evanouit avec x; 2“ que les 
fonctions restent continues entre les limites x — o,x = h, 

la fonction derivee pouvant d’ailleurs admettre une valeur infinie ou 
une solution dccontinuite pour cr = 0. Ajoutons que Ton deduit aise- 
ment de I’equation {ig) les propositions suivantes : 

THEORtMElII. — Soil f(x) une fonction reelle qui s’ emnouisse avec la 
variable x. Si cetle fonction et sa derivee V(x) restent continues entre les 
limites x = 0, x~h, h designant une quantite dont la valeur nurrd- 
rique peut itre supposes tres petite, zero sera la valeur unique ou I’ une 
des valeurs que prendra le rapport 

, ff-y) 

m 

pour X = o. 


Demonstration. — II suffit evidemment de demontrer le theo- 
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reme III dans le cas ou la fonclion derivee f'(x') s’evanouit, en memo 
temps que f(x), pour la valeur particuliere cc — o; attendu que la 

valeur correspondante du rapport niille dans toute autre liypo- 
these, se presente alors seulement sous la forme ind^terminee Or, 

si Ton divise par f'(x) les deux membres de la formule (19), on en 
tirera 


f££2 _ r(ea-) 

f'fu?) f(j:^ 


Cela pose, concevons que, f'(o) etant mil, on fasse decroitre indelini- 
ment la valeur numerique de x. Comme designe une quantite com- 
prise entre zero et x, ('(fix) convergera plus rapidcment que i‘'(x} 


n 9 X ) 

vers la limite zero; d’oii il resulte que la fraction -pr — obtiendra une 

I ( I 


nea-) 


multitude de valeurs inferieures a Tunite, et le produit a- -77—- une 

multitude de valeurs sensibleraent nulles. Done la limite ou Tune des 
limites vers lesquelles convergeront ce meme produit et le rap- 
port (20) qu’il represente sera egale a zero. 


CoroUaire 1. — Le theoreme III pent etre aisement verifie a I’egard 
des fonctions 

— { * J* I 

(22) siliwC, I — cos.r, e vr'*sin ~9 •••■ 


II subsiste dans le cas meme ou la fonction i‘(x) ne reste reelle ou 
infiniment petite qu’autant que Ton attribue a la variable x des 
valeurs inliniment petifes affectees d’un certain signe, comme il 
arrive, par exemple, quand on prend pour ft^ari Tune des fonctions 


qui cessent d’etre reelles ou infiniment petites, lorsqu’on donne a x 
des valeurs infiniment petites, mais negatives. Enfin ce theoreme 
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peut subsister, quoique la fonction derivee f'(a;) devienne discon- 
tinue pour X ~ 0 . Ainsi, en supposant 

(24) 

on trouvera que la fonction derivee 

(2D) 


devient indeterminee, par consequent discontinue, pour x — o-, et, 
si Ton fait alors converger x vers la limite zero, la valeur du rap- 
port (ig), tiree des equations ( 24 ) et (25), savoir 


(26) 


f(.r) 


X 


1 , I 

— cot — 


admettra un nombre infini de limites, dont I’une sera %ale a zero. 

CoroUaire IT. — Supposons que, la fonction f(a3) et ses derivees 
successives, jusqu’a celle de I’ordre n — i, etant continues, dans le 
voisinage de la valeur particulierc a? = o, les n quantites 

(27) f(0), f'(0), f"(o), ..., f»-‘'(o) 

s’evanouissent, et concevons que la valeur numerlque de x vienne h. 
decroitre indefiniment. Zero sera la limite ou Tune des limites vers 
lesquelles convergera cbacun des rapports 

, f(^) f(^) f"(^) 

iVO’ f(a;)’ na.-)’ ’ 

et, par consequent, leur produit ou le rapport 

On peut en dire autant des expressions 


(3o) 


f(x) f(a?) ft"-®' (a!) 
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que Ton obtient en multipliant les,uns par les autres quelques-uns 
des rapports dont il s’agit. 

TsEORfiME IV. — Les mP.mes choses etant posees que dam le theo- 
rime III, zero sera la valeur unique ou I’une des valeurs que prendra le 
produit 

(3i) a-f'(jr) 

pour a? = o . 

Demonstration. — Le produit ( 3 i) s’evanouit evidemment avec la 
variable x, lorsque la fonction derivee f'(a;) conserve une valeur finie 
pour £P = o. Si cette meme fonction devenait infinie pour une valeur 
nulle de x, alors, en faisant converger a? vers la limite zero, on tire- 
rait de I’equation (19), mullipliee par 6, 

0 = liin[6f(a;)] = Iim[Sa:f(9jr)]. 

Done zero serait encore la valeur unique ou Tune des valeurs que 
prendrait le produit 6a;f'(0^) pour une valeur nulle de 0a?, et par 
consequent la valeur unique ou I’une des valeurs que prendrait le 
produit a? f'(a;) pour x = o. 

Corollaire. — Le theoreme IV continue de subsister dans le cas oil 
la fonction f(a:; ne reste reelle ou infiniment petite qu'autant que 
Ton attribue a la variable x des valeurs infiniment petites affectees 
I’un certain signe, comme il arrive quand on prend pour f(x') I une 
ies fonctions (ad). Il peut meme subsister dans le cas ou la fonction 
lerivee f(ar) devient discontinue poura? = 0. Ainsi, par exemple, si 
Ton pose 

f(x) = d:sin-, 

JC 

le produit 

xClx) = xsin— — cos - 

admettra, pour une valeur nulle de une infinite de valeurs qui 
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seront toutes renfermees entre les limites — r, +1 et dont I une 

sera egal^ a zero. 

XnEOREME V. — Soit /(cc) line fonetion reelle qid obtienne, pour 
X = o, une valeiir finie et determinee /(o). Si celle fonetion et sa 
derdee f{x ) reslent continues entre les limites x = o, x = h, k desi- 
gnant une quantite dont la valeur niunerique pent itre supposee tres 
petite, zero sera la valeur unique ou I’ une des valeurs que prendra le 
rapport 

I Sit 


Demonstration. — Pour deduire le theoreme V du theoreme I\, il 
suffit evidemment de poser 

On etablira encore sans difficulte le theoreme dont void I’enonce : 

Theoreme YI. ~ Les mSmes choses etant posees que dans le theoreme III, 
considerons la variable x comme un infiniment petit du premier ordre, et 
supposons que le rapport 

xV(x) 

W ■ 

se reduise, pour une valeur nulle de x, a une constante determinee. La 
fonetion reelle sera une quantite infiniment petite dont V ordre aura 

generalement pourmesure la constante dont il s'agit. 

Demonstration. — Designons par a I’ordre de la quantite infiniment 
petite f(x), et faisons de plus 

(34) = 0“ f(x) = .z"o(j''). 

Comme on tirera de I’equation (34), en differentiant les logarithmes 
de ses deux membres, 

xt'ix) xo'(x) 

— ^ -i — — J 

i{X) f{x) 


( 35 ) 
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il suffira, pour etablir le theoreme IV, de prouver que la valeur dii 
rapport 


( 36 j 


9 uC J 


correspondante a a; = o, est generalement nulle, quand elJe n’est pas 
indeterminee. On y parviendra effectiveraent comme il suit. 

La fonctiou f(a;) etant un infiniment petit de i’ordre a, la limite du 
rapport 


sera nulle, pour des valeurs positives de « — r, et infinie pour des 
valeurs positives de r — a. Done, si Ton designe par s un nombre 
aussi petit que Ton voudra, les deux fonctions 


(38) x^oix), 

s’evanouiront en meme temps que la variable x. Gela pose, conce- 
vons que le rapport (36) se reduise, pour a’ = o, a une constante 
determinee c. Si la constante c n’est pas nulle, ct si d’ailleurs la 
fonction o(x) reste affectee du meme signe depuis la valeur parti- 
culiere x = o jusqu’a une valeur tres voisine x — \, les derivees 
des expressions (38), savoir 


( 39 ) 




xoHx)' 

£ 1 ■■■ 

j.E-1 

.r .rV| 


’ o[jr) 

/ J 


se reduiront constamment, pour de tres petites valeurs numeriques 
de X et de e, a des quantites affectees des memos signes que les pro- 
duits 

, — cx'-' 

ex’- ‘0[X), 

■ ■ 

Supposons maintenant la quantite X assez rapprochee de zero pour 
que les fonctions (38) et (Sg), dont les deux derniferes deviennenf 
infinies quand x s'evanouit, restent finies et continues entre les 
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limites x = o, a; = X. 11 existera entre ces limites (voir le corol- 
laire I du theoreme II de la quatrieme Leeon) une valeur de a? pour 
laquelle le rapport des expressions (Sg), c’est-a-dire le procluit 


X 

^ 9(^) 




sera equivalent au rapport des quantites 

X'‘9(X), 

c’est-a-dire a Texpression 

On pourra done assignee a X et a a? des valeurs numeriques tres 
petites, et propres a verifier Tequation 

X o'(x) 

msL- 

artp'(ar) 



puis on en conclura, en faisant converger X vers la limite zero, 



Or cette derniere condition ne peat etre satisfaite, quelle que soit la 
petitesse du nombre e, tant qu’on suppose la constante c dilferente 
de zero. Done, puisque s peut decroitre indefiniment, cette constante 
ou la limite du rapport (36) sera necessairement nulle. En conse- 
quence, on tirera generalement de I’equation (35) 


Cette derniere formule comprend le theorbme qu’il s’agissait de 
demontrer. 
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Corollaire I. — Le theoreme VI peut etre aisement verifie a I’egard 
des fdnctions 


rf»(Z ry*€L <y*€l 

■>C ^ C? ^ wu* O ^ 


qui sont toutes de I’ordre a. Ce theoreme subsiste, dans le cas meme 
ou la fonction i{x) ne reste reelle ou infiniment petite, qu’autant 
que Ton attribue a la variable x des valeurs affectees d’un certain 
signe, comme il arrive, par exemple, quand on prend pour f(ar) Tune 
des fonctions 

I 4 , iT" - - - -i 

— , X-, e ■*, xe •*', 


qui sont la premiere de I’ordre zero, la seeonde de I’ordre la troi- 
sieme, la quatrieme et la cinquieme de I’ordre a, les deux suivantes 
d’un ordre infini, etc. 

Corollaire II. — Si, la fonction reelle f(a;) etant infiniment petite 
et de I’ordre a, la valeur numerique et le signe du rapport 

, 2 ,. , . 

(34) 


devenaient indetermines pour 07 = 0, on ne pourrait plus choisir 
X de maniere que ce rapport ne changeat pas de signe entre les 
limites a; = o, a; = X; et I’expression 


ne se reduirait plus necessairement au nombre a pour une valeur 
nulle de la variable x. Ainsi, par exemple, si Ton prend 

(42) f(a')=:j7sin^, 

on trouvera 


n = I, 


xV(x') 

f(-^y 



(43) 

(44) 


OKuvres de C. — S. 11, 1. 1 V. 
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Or, si I’on fait converger x vers la limite zero, le second membre de 
I’equation (44) convergera vers une infinite de hmites distinctes, et 
non pas seulement vers la limite i . 

Si la fonction i{x) devenait imaginairc, il pourrait arriver qu’au- 
cune des valeurs de I’expression (33), correspondantes k x = o, ne 
se reduisit a la constante a. Supposons, pour fixer les idees, 

(45) f(j:') = cos- +v/— I sin- j = 


f(a:) sera un infiniment petit de I’ordre a, et Ton trouvera 


(46) 


JT f'(4r) ^ 

{{cc) 


Or il est clair que I’expression (46) acquerra necessairement une 
valeur inflnie pour une valeur nulle de x. 

Les quantites infiniment petites, dont les ordres se reduisent a des 
nombres entiers, offrent quelques propria^s dignes de remarque, 
qui se deduisent immedialement de la formule (12), et sont renfer- 
mees dans les propositions suivantes : 

Th6or6me VII. — Soienl f{i) une quantile infiniment petite, prise 
dans le systeme dont la base est i, et /‘">(o) le premier terme de la 
serie (ii) qui ne semnouisse pas. Supposons d’ailleurs que ce terme 
obtienne une valeur determinee qui diffdre de zero. Le rapport 


flil 


sera, pour de tre's petites valeurs numeriques de i, affecte du mSme signe 
que la quantile /'"'{o). 

THEoafiME VIII. — Les mimes choses etant posies que dans le theo- 
reme VII, si n est un nombre pair, la fonction f(i') sera, pour de tres 
petites valeurs numeriques de i, conslammenl affectee du mime signe 
que la quantile fi'‘fo). 
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Exemple. — Si Ton prend 

/( i)~e‘— 2 cos i e- 

on trouvera 

/(0)=0. /'(o) — 0 , /"(ol=:4. 

Ainsi I’on aura, dans le cas present. 

/l — 2, /!''-'(oi=r/"(o) >0. 

Done, en vertu du theoreme VIII, la fonction 

e‘ — 2 cos* -h e-‘ 

sera constamment positive pour de tres petites valeurs numeriques 
de i. 

Theoreme IX. — Les m^mes choses etani posies que dans le tlieo- 
re'me VII, si le nombre n est impair, la fonction f(i) changer a de signe, 
en passant par zero, avec la variable i. Alors la variable el la fonction 
dont il s’agit seront, pour de tre's petites valeurs de i, affectees du mime 
signe si la quantile /"’(o') est positive, et affectees de signes contraires 
si la quantile /‘"’(o) devient negative. 

Exemple. — Si Ton prend 

/(j) e'— 2 siut — C"', 

on trouvera 

/( 0 ) = 0 , /'(o)=o, /"(o; = 0 , r{o) = 4. 

Ainsi Ton aura, dans le cas present, 

rt=:3, /t'»{0)=:/''(0)>0. 

Done, en vertu du theoreme IX, la fonction 

e* — 2 sin i — 

sera, pour de tres petites valeurs numeriques de la variable i, affectee 
du meme signe que cette variable. • 
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SEPTIEME LECON. 


SLR LES MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS R^ELLES d’uNE SEULE VARIABLE. 


Lorsqu’une yaleur particuliere de la fonction f{x) est reelle ef 
surpasse toutes les valeurs reelles yoisines, c’est-a-dire toutes colies 
qu’on obtiendrait en faisant varier x en plus on en moins d’une 
quantile trfes petite, cette valeur particuliere de la fonction est ce 
qu’on appelle un maximum. 

Lorsqu’une valeur particuliere de la fonction /{x) est reelle et 
inferieure a toutes les valeurs reelles voisines, elle prend le nom 
de minimum. 

Cela pose, il resulte evidemment de ce qui a ete dit dans la qua- 
trieme Leqon i^voir le corollaire I du theorenae I) que, si les deux 
fonctions/(a;),/'(a3) sont continues dans le voisinage d’une valeur 
donnee de la variable x, cette valeur ne pourra produire un maximum 
ou un minimum de /(a?) qu’en faisant evanouir f\x'j. En partant de 
cette remarque, on resoudra facilement la question suivante : 

PaoBLiiME. — Trower les maxima et les minima d’une fonction reelle 
de la seide variable x. 

Solution. — Soity’(a:) la fonction propos^e. On cherchera d’abord 
les valeurs de x, pour lesquelles la fonction cesse d’etre continue. 
A chacune de ces valeurs, s’il en existe, correspondra une valeur 
de la fonction elle-meme, qui sera ordinairement ou une quantile 
infinie, ou un maximum, ou un minimum. 

On cherchera, en second lieu, les racines de I’equation 


(0 


/'(jj) = 0, 
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avec les valeurs dc x qui rendent la fonction /'( .r ) discontinue, et 

4» 

parmi lesquelles on doit placer au premier rang celles que Ton 
deduit de la formule 


( 2 ) 




ou 


f(x) 


— - o. 


Soit x = Xf, une de ces racincs ou une de ces valeurs. La valeur 
correspondante de /(a:), savoir /('a-,, ), sera un maximum si, dans 
le voisinage de xr=:x^, la fonction derivee f'(x} est positive pour 
x<C^Xf,, et negative poura7>a:(,. Au contraire, /( a*,, ) sera un mi- 
nimum si la fonction derivee f{x) est negative pour x et posi- 
tive pour x'p-x^. Enfin, si, dans le voisinage de a- — a*,,, la fonction 
derivee /'(a? ) etait constamment positive ou constamment negative, 
la quantite ne serait plus ni un maximum, ni un minimum. 

Examples. — Les trois fonctions 


( 3 ) 


I— > xlx, 

lx 


qui deviennent discontinues, en passant du reel a I’imaginaire, tandis 
que la variable x diminue et passe par zero, obtiennent, pour a; = o, 
une valeur nulle qui represente un minimum de la premiere, et un 
maximum de chacune des deux autres. 

Les deux fonctions 

(4j 

dont les derivees, savoir 


( 5 ) 


ix. 




passent du negatif au positif, en so reduisant a zero ou a I’infini, 
tandis que la variable x s’evanouit en passant du positif au negatif, 
ont Tune et Tautre zero pour valeur minimum. Quant aux deux fonc- 
tions 


( 6 ) 
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dont les derivees 

(7) 

devieniient encore nulles ou infmies pour x = x^, mais restent posi- 
tives pour toute autre valeur de x, elles n’admettent ni maximum, ni 
minimum. 

La fonetion 

(8j + 

reste continue, ainsi que sa derivee, pour toutes les valeurs possibles 
de X. Mais cetto derivee, savoir 

( 9 ) 

s’evanouit pour x — — ^i et devient negative pour a?< — A posi- 
tive pour £P> — en condure que la fonetion (8) admet 

une valeur minimum correspondante a x = — —• Cette valeur mi- 
nimum est 

(> 0 ) 

ce qu’on verifie sans peine en observant que la fonetion dont il s’agit 
peut etre presentee sous la forme 

et qu’en consequence elle surpasse toujours y — quand x differe 

de — — • 

2 

Designons maintenant par A un nombre superieur a I’unite, et 
par Lx le logarithme de x, pris dans le systfeme dont la base est A. La 
fonetion 

A* 


(I2) 


■X 
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aura pour derivee 



et, comme cette derivee est negative, nulle ou positive, pour une 
valeur de x superieure a zero, suivant que Ton suppose xc^Le, 
x = Le, ou x'^Le, il en resulfe que la fonction ( 12 ) acquerra, pour 
X = Le, la valeur minimum 

('4) 

Au contraire, la fonction 
ti5) 

dont la derivee, savoir 
(16) 


e 

Le 


Lx 

— , 

.r 


; (Le — Lorj. 


est positive, nulle ou negative, pour une valeur de x superieure a 
zero, suivant que Ton suppose a: ><e, j" = c, ou .r>e, acquerra, 
pour a: = c, la valeur maximum 

, , Le ■ 

Oy; — ■ 

Considerons enfin la fonction 


(18) 




Comme sa derivee, savoir 


(«9) 



sera positive, nulle ou negative, pour une valeur de x plus grande 
que zero, suivant que Ton supposera a; < a, a* = a, a: >a, on peut 
affirmerque la fonction (18) acquerra, pourir= a, la valeur maximum 


( 90 ) 




Lorsque, a6n d’obtenir les valeurs dea?, qui fournissent des maxima 



3li LECONS SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL. 

ou ties minima de la fonction sans rendre cette Ibnction ou sa 

derivee /to-) discontinue, on a determine les racines reelles de 
I’equation (i;., alors, pour decider si chacune de ces racines produif 
im maximum ou u'n minimum de /(>■), il suffit ordinairement de 
considerer la fonction derivee du second ordre. En effet, soita!„ 1 une 
des racines dont il s’agit, et supposons que la valeur correspondante 
de f ix I se reduise a une quantile finie. A la racine repondra un 
minimum de /ix), si la fonction fix) passe du negatif au positif, 
en devenant nulle pour = c’est-a-d ire, en d’autres termes, si la 
fonction / ( .r ) croit avec la variable x dans le voisinage de la valeur 
particuliere x ~x„. Or cette derniere condition sera remplie [ roir le 
tbeoreme I de la quatrieme Le^mn), si la derivee de f{x), savoir 
f(x ), cst toujours positive ou nulle pour des valeurs de x tres peu 
dilferentes dc x^, par consequent, si la quantite f'iXt,) offre une 
valeur finie et positive, ou bien une valeur nulle, mais qui represente 
un minimum de f(x). Au contraire, /{x,) sera un maximum de 
fix), si, fix^) etant nulle, la fonction /'(:r) diminue pour des 
valours croissantes de x, dans le voisinage de la valeur particuliere 
a- ;= x^, ce qui aura lieu (en vertu du tbeoreme deja cite), si la quan- 
tite f'iXf^) ofifre une valeur finie et negative, ou bien une valeur 
nulle, mais qui represente un maximum de f'(x). On peut done 
enoncer les propositions suivantes : 

riiEOBfiME 1. - Pour quune valeur de x propre a verifier V equation 

(I) f\x)=zo 

produise un Mitiimuni de la fonction fix), il sera necessave, et il suf- 
fira, si la valeur correspondante de f\x) est unx quantite finie et deter- 
minee, que cette quantite soit positive, ou qu etant nulle elle represente 
un minimum de f’{x). 



Exemple. — Si Ton prend 



on trouvera 
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/'<->=T(n-y = (r.-i)/w. 


Done alors la valeur ar = Le, qui fera evanouir reduira la 

derivee f"{x') a la quantite positive 


1. n \ g 

et produira un minimum de la fonction proposee 
Soit encore 

f{x) 2C05J"-r 

On trouvera 

, f’{x) = e^-+- 2 sin ^ 

f^Xx) = 2 cos.“a? -H 

Done alors la valeur^ = o, qui fera evanouir fix') et /'{x)^ reduira 
la derivee f\x') a la quantite positive = et zero sera 

la valeur minimum de la fonction proposee. 

TiiEORfcME II. — Pour quune valeur de x propre a verifier V equa- 
tion (i) produise un maximum de la fonction f{x), il sera necessaire^ 
et il sujfira, si la valeur correspondante de /'X^) quantite finie 

et determinee, que cette quantite soit negative, ou quetant nulle elle 
represente un maximum de /''{x). 

Exemple, — Si Ton prend 

f{x)=:x*^e-=^, 

on trouvera 

fix) = - ,) = fix), 

fix) = fix) - fix) 



OEuvre^ de C. — S. II, t. IV. 
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Doncalors la valeiir a? - a, qui fora evanouir la derivee f'{x), reduira 
la derivee a la quantite negative 

_ JL /(,r) — — 

et produira un maximum de la fonction proposee afs 

Goncevons maintenant que, pour une valeurajo de a?, propre a ven- 
tier I’equation (i), sans rendre la fonction discontinue, plu- 

sieurs termes consecutifs pris dans la suite des fonctions derivees 

( 21 ) f 

s’evanouissent. Designons par /"’(j;) le premier de ceux qui ne 
s’evanouissent pas, et supposons que soit une qiiantitd finie 
et determinee. Pour que soit une valeur minimum ou maximum 

de /(®)« il sera neccssaire (en vertu des theoremes I et II) que 
f''{xB) — o soit une valeur minimum ou maximum de f"{xy. Par 
suite, la premise des quantiles 

( 22 ) rM 

devra se reduire a zero, et la seconde a une quantite positive ou nega- 
tive, ou bien a une quantite nulle, mais qui represente un minimum 
ou un maximum de Dans les deux premiers cas, on aura n = 4- 

Dans le troisieme, on conclura encore des theoremes I et II que 
la premiere des deux quantites 

(23) /"(-aJo) 

doit se reduire a zero, et la seconde a une quantite positive, ou 
bien a une quantite nulle, mais qui represente un minimum ou un 
maximum de /”(a3). Si la seconde des quantites (ad) differe de zero, 
on aura evidemment n = 6. En continuant de la mfime maniere, on 
tinira par reconnaitre : 1 “ que, si la valeur x = Xo produit un mi- 
nimum de la fonction /(x), n sera un nombre pair, et f%Xa) une 
quantite positive; 2 " que, si la valeur x = x^ produit un maximum de 
la meme fonction, n sera toujours un nombre pair, la quantity 
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etant negative. En consequence, on pout joindre aux tlieoreraes I at II 
celui que nous allons enoncer. 

Tiieoreme III. — Lorsquune valeur parlicidiere de dans le voisinage 
de laquelle la fonction fix) reste continue, fait evanoiiir les demies 
de f{x) dont V ordre est inferieur an, et reduit la demee de Vordre n a 
line quantile Jinie et determinee, la valeur correspondante de f{ x) ne 
pent itre un maximum ou un minimum que dans le cas oil la let ire n 
designe un nomhre pair, Dans ce mime cas, la fonction f{x) deeiendra 
un minimum, si la valeur de {x) est positwe, et un maximum si la 
valeur de est negative, 

Exemple. — Si Ton prend 

f{x) = 2 cos +• 

on trouvera 

f\x) = — 2sina? — 

f'Xx) :=z €^ — 2 COS J? 

2 sinx — 

2 COSO’ 4-e-^z=/(T). 

Done alors la valeur a; = o, qui fera evanouir les fonctions derivees 

/'(^), /'(-r), n^), 

reduira la derivee y‘'(a;) a la quantile positive 1 + a 4 - 1 = 4 > ft 
suite la valeur correspondante de la fonction proposee /(x), ou le 
nombre 4, sera un minimum de cette fonction. 

Le theor'eme III pourrait se deduire directement de la formule (19) 
(quatrieme Le^on). En efFet, pour qu’une valeur particuliere de_/(a?), 
telle que /(ar»), soil un minimum, il est necessaire, et il sufBt, qu’elle 
soil surpass6e par toutes les valeurs reelles voisines op de la forme 
_j_ {•), i designant une quantite infiniment petite, c’est 4 -dire, en 
d’autres termes, que la dilference 


( 24 ) 


f{Xt+ i) —f(xt) 
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reste positive, quand elle est reelle, pour de tres petites valeurs 
numeriques de la quantite i, et quel que soit d’ailleurs le signe de 
cette quantite. De mtoe, pour que soit un maximum de/(a:), 

il est necessaire, et il suffit, que les valeurs reelles de la diffe- 
rence (24), qui correspondent a des valeurs de i trfes rapprochees de 
zero, soient constamment negatives. Cela pose, si, la fonction f{cc) 
etant continue dans le voisinage de la valeur particuliere x = x^^, les 
derivees de /(a?), d’un ordre inferieur ou egal a n, se reduisent, 
pouric = a7o> les premieres a z6ro, la dernifere a une quantite finie et 
determinee, positive ou negative; alors, en attribuant a i une tres 
petite valeur numerique, et designant par 6 un nombre inferieur a 
I’unite, on aura [en vertu de la formula (19) de la quatrieme Leqon] 

(25 ) /(^0+ i) -/(^») = , 

Or il resulte evidemment de I’equation (20) que, pour de tres petites 
valeurs numeriques de t, la difference (24) sera une quantite affectee 
du meme signe que le produit 

(26) 

Par consequent, si n est un nombre pair, cette difference cbangera de 
signe avec i, et la quantite f{x^) ne pourra etre ni un maximum ni 
un minimum de/(a;). Au contraire, si n est un nombre pair, la diffe- 
rence (24)* en s’approchant de zero, restera, comme le produit (26), 
et quel que soit le signe de i, constamment positive ou constamment 
negative, suivant que le second facteur du produit en question, savoir 
sera lui-meme positif ou negatif. Done alors f{x^') sera un 
maximum ou un minimum de /{en), suivant que la quantite 
sera positive ou negative. II est bon d’observer qu’on pourrait encore 
etablir le theoreme III en remplacant, dans les theoremes YII, VIII, 
IX de la Letjon precedente, la quantite infiniment petite /(f) par Ja 
quantite infiniment petite f) — f{x^'). 

Nous remarquerons, en terminant cette Legon, que, si Ton designe 
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parj lafonction f{x), les differents termes de la serie (21) se pre- 
senteront sous la forme 


(27) 


dy d}y 

dx ^ dx^ ’ dx^ ’ 


Alors I’equation (i) deviendra 
( 28 ) dv = o. 


De plus, on peut evidemmenfc alBrmer : 1“ que, si 






represente le premier terme de la serie (20) qui obtienne, pour 
x = Xq, une valeur differente de zero, d'‘y sera le premier terme qui 
remplira la meme condition dans la serie des differentielles 

(29) dy, d^y, d^y, 

2" que, si n est un nombre pair, la differentielle 

d'^y = dx’' 

sera constamment affectee du meme signe que la fonction derivee 
/'•'‘\x). Cela pose, il est clair qu’on pourra substituer au theorSme III 
la proposition suivante : 


Theor£me IV. — Soil y = /{x) une fonction, donnee de la variable x. 
Pour didder si une racine de 1 ’ equation (28) produit un maximum on 
un minimum de la fonction proposie, il suffira ordinairement de calculer 
les valeurs de d^y, d*y, d^y, . . . correspondantes a cette racine. Si la 
valeur de dry est positive ou negative, la valeur de y sera un minimum 
dam le premier cas, un maximum dans le second. Si la valeur de d*y se 
reduit a zero, on devra chercher, parmi les differentielles dPy, d*y, .... 
la premiire qui ne s’evanouira pas. Disignom celle-ci par d"y. Si n est 
un nombre impair, la valeur de y ne sera ni un maximum m un mi- 
nimum. Si, au contraire, n est un nombre pair, la valeur de y sera un 
minimum toutes les fois que la differentieUe dl'y sera positive, et un 
maximum toutes les fois que la differentieUe cf*/ sera negative. 
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Xoia. — II Taut admottre, pour le theoreme lY comme pour le 
thiMtirme HI, quo la fonction derivce 


d'\y 


p-'ix) 


l onscrvc line valour non seulement finie, mais encore doterminee, 
pour a:- = j'„, et par consequent que cette derivee restc continue, 
aiiisi que les functions 


dans le voisinage de la valour particuliere attribuee a la variable x. 



HU I Tie ME LEU ON. 




HUITIEME LECON. 

DiVELOPPEMEST d'cSE FONXTIOJi REELLE DE X SCIVANT LES PflSSAKCES ASCENDAS lES 
ET E>;TlfeRES DE LA VARIABLE X, OC DE IV DlFFtRESCE X — (7, DAN'S LAgiELLE /"f 
D6SIGNE CNE VALECR PARTICULlfeBE DE CF.TTE VARIABLE. 


Lorsque, la fonction {(x) cfant reelle et continue, avec ses ileri- 
vees d’un ordre interieur ou egal a n, depuis x = o jusqu’ii x = h, 
le rapport 


s’evanouit en memo temps qiie la variable a*; alors, cn supposant eette 
variable renfprmee entre les limites o, h, on peut, comme on Ta fait 
voir dans la sixicme Le?on (page 33o), trouver un nombre 0 inf'e- 
rieur a i et propre a verifier la formule 


( 3 ) 


f(x) = 


1.2.3. 


— fi'0(9x). 

. . rt 


Or ce principe fournit un moyen tres simple de dtivcloppcr les fonc- 
tions r^elles d’une seule variable x suivant les puissances ascen- 
dantes et entieres de cette variable, ainsi qu’on va le montrer en 
peu de mots. 

Soit/(iP) une fonction reelle de x qui conserve une valeur finie, 
aussi bien que ses derivees d’un ordre infericur ou egal a n, pour 
une valeur nulle de x, et supposons d’ailleurs que les fonetions 

(3) fix), fix), fix), ..., f^x) 

restent reelles et continues depuis a: = o jusqu’a a? = A- On tirera 
successivement de I’^quation ( 2 ) : 



33-2 
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1 ® En posant f(a?) = /(a?) — /(o) et « = i, 

(4) f{a:)—J{o) = a;f’{dx), 

puis, en posant f'{x) = /'(o) + P. 

n— /(a^)— /(o) — 

O) ^ 

2 ® En posant i{x) = f{x) — /(o) — a: /'(o) et re = 2 , 

puis, en posant /"(Oaj) = f"{o) + Q, 

— 0 = • 

t.2'- a:" ’ 

3® En posant f(ic) =f{x) -/(o) - a; /(o) - f{o) et re = 3. 
(6) /(a?) -/(o) - x/'(o) - f^/"{o) = ^ /-(0.^), 


puis, en posant f"’{^x) = /"(o) 4- R, 


I .2.3 


R = 


/{®) -/(o) - a;/'(o) _ ^ /"(o) 


1 ,2 ‘ 


I .2.3 


/"(O) 




etc. En continuant de la meme maniere et observant que les fonc- 
tions 

.s’evanouissent toutes avec x, on etablira definitivement Tequation 

( /(•^■) -/(o) - Xf'{0) - ^ f{0)~.. . 


( 7 ) 


/ 


X 





HUITifiME LECON. 


353 


OU 


i f{x)^f{o) + ^ f\o) + ^f{o) +. . . 

(S): 


1.2.3. ..(« — I) 


/C«-i)(0)4- 


I .2.3. . 




II suit de la formule (8) que la fonction reelle fix') peut etre consi- 
deree comme composee d’une fonction entiere de x^ savoir 


(9) /(0) + f/'(0)+;j^/''(0)+.... 


1 .2.3. . .(« — l) 




et d’un resle, savoir 

(lO) 


I .2.3. . .« 




Si, dans la memo formule, on pose successivement « = i, n = 2 , 
n = 3, ...» on obtiendra les equations 

(”) /(»=/(o)4-a;/'(9a;}, 

(12) /(«;)=/(o) + a;/'(o) + ^/'( 5 x), 

(13) /(a?) =/(o) -h J?/'(o) +• ^/'(o) -t- 


qui coincident avec les formules (4), (5), (6) 

Eccemples. — Concevons que Ton designe par p. une quantite con- 
stante, et que Ton prenne successivement pour /(a?) les fonctions 
reelles 

cos^, sin 57 , 

1(1 + a;), 

qui restent continues; avec leurs derivees des divers ordres, les trois 
premieres quel que 5 oit ae, et les deux dernieres quand i + a? est 

OEuvres de €• — S. 11, t. IV. ^ 
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positif. On trouvera, pour les valours iff'Kx) relatives i ces mimes 

fonctions ^ ^ 

, 1.2. 3. . .(n — 0 

— i) (ft— 2). . .(ffc — ^ 0 (i-f;r)" 

ct pour les valeurs correspondantes de/''’’(o) 

/1 71 . /2 TT 

I, COS 5 Sin > 

2 2 

— l) (p— — «-ri), (— 0”“* I .2,3. * .(/I — i). 

En consequence, la formule (8) donnera, pour des valeurs reelles 
quelconqnes cle la variable a?. 


(t4) 


J7 J?- 




^ ^ ' I ”^ 1 . 2 ”^'**”^ 1.2,3. ..(/i — l) 1.2,3. ../i 


H — is ’ 


(i5) 


cos^r ~ I — r 




1.2 1 . 2 . 3. 4 


a: 




1.2.3. ..(/Z — I) 2 1.2.3. .,/i \ 2 y 


Sinj? =: J 7 — 


,r^ 


( 16 ) 


1.2.3 ‘ 1. 2. 3 , 4 '^ 

.r"“* . (« — Ott 

; Sin 

1 , 2 . 3 . . . (rt — I ) 2 


. /. «7r\ 

H sin 0 ^ 4 - — h 

1.2.3. . ./I \ 2 / 


et, pour des valeurs de'^ superieures a — i. 




1 .2 


{17) 


1.2,3. 
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Si, dans les formules (i5) et (i6), on prend pour n un nombre pair, 
elles se reduiront a 


( 19 ) 


( 20 ) 


COS ”1 — 


X* 


1.2 1.2.3. 






I.2.3...(/i — 2 )"^ 1.2,3. 


COS 5 r. 


sin^r = X ■ 


x-^ 


1.2.3 I. 2 , 3. 4 , 5 


»n — 1 


[.2.3. ..(tI — 1.2.3.../* 


sinSdT. 


On trouverait de meme, en prenant pour n un nombre impair. 


(ai) 


( 22 ) 


COSJ7 3= I h 


2 I .2.3.4 


X 


a- 1 


X^ 


I ,2.3, . .(/I — 1 ) 1.2.3. ../2 

r-S 


sin^jr. 


X* 


x^ 


SHUT -=1 X — 


I .2.3 i.2.3,4»^ 


x^ 


.a— 1 


X^ 


i.2.3.-,(/i — 2 ) 1.2.3.. .// 


cosOx, 


Si Ton fait en particuHer « = i, on tirera des formules precedentes 


(23) 

X 

(24) 

I ^ cosa? . 

=:sine.r, 

X 

(25) 

X 

( 26 ) 

pLX 

( 27 ) 

l(H-.a:) J 

X 1 "4- 



356 LECONS SUR LE CALCUL DIFFS RENTIEL. 

Si Ton fait, au contraire, n = 2 , on trouvera 


(ii8) — 

^ ' * 1.2 

(2Q) COS^rzn I COSy^,- 

^ 1.2 

r 3o ) sin *37 =r sin 

f 3i) (i + x)^— I -i- }j.x -h x^{i -H 

(32) I(n_a,) = ;K_ , 


Supposons encore 


/(x) = arc tang j;. 


On aura, dans cette hypothese, 


/(-> (.;) = (v/:r-,)»-‘ [( ,_j^/ - — ) 

/(»)(0) = [, -(- !)>■] (v^TTr-S 



et, par suite, 

n — t 

/('»(o) = o ou /(">(a) = (— i) = i. 2.3...(«— i), 

suivant que Ton prendra, pour n, un nombre pair ou un nombre 
impair. Cela pose, la formule (8) donnera, pour des valeurs reelles 
quelconques de la variable x, mais pour des valeurs paires du nombre 
entier/z. 


arc tanga: = x ■ 


( 33 ) 


,s 

r + y — ■■ 


n-i-^ n 2 ^ 
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( 34 ) 


arc tango; — x — ^ 4- -:- ■ 
da 


{\ — Bx\j— 'i) ”+ (i + SvC v^— i) 
ft — 2 ft a 


Lorsque la fonction /(a?) est entiere et du degre n, sa differentielle 
de I’ordre n, et, par suite, sa derivee de I’ordre n se reduisent a des 
quantites constantes (^lo^r la troisieme Le^on, page 3o4). On a done 
alors 


( 35 ) 

et i’on tire de la formule (8) 


X 


x^ 


( 36 ) 


/(^)=/(o)+-/'(o)+— /»+. 




1.2.3. ..(ft —I) 


/(n-l)(o). 


f .2.3. . ,n 




II est facile de verifier cette conclusion, et d’etablir directement 
Tequation (36), dans le cas meme ou la fonction /(a;) cesse d’etre 
reelle ainsi que la variable a;. En efiet, soil 

(87) /(a:) = ao 4 - ai0?-t-a,3;*4-. . . 4 -a«o;* 

une fonction entiere do degre n. En differentiant n fois de suite 
I’equation (37), on trouvera 

f\x) =!.«, + 2a,a? 4-. 

/'(or) = 1 .2.as4-. . .+ (ft — i)na„ar®-*, 



y(n)(^) 1 .2.3. . .(« — i)na^. 



Or, si Ton pose, dans ces diverses formules, a; = o, on en tirera 


(39) ao=/(o), a, = 7/(0), a,= -^/'(o). 
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puis, en substituant les valeurs precedentes de a^, a^, a„ dans 
I’equation (B^), on reproduira evidemment la formule (36). 

Example. — Soil /(x) = (n- a?)". On obtiendra la formule connue 


(4o) 


Concevons maintenant que, la lettre a designant une valeur parti- 
culiere de la variable x, la fonction f(x), entiere ou non entiere, 
conserve, pour x — a, une valeur finie, aussi bien que ses derivees 
d’un ordre inferieur ou egal a n\ et supposons d’ailleurs quo les fonc- 
tions (3) restent reelles et continues depuis x~a jusqu’a x = a-\- h. 
Alors, si Ton fait 

(4l) X — a->rZ 

et 


(i + xy^-=Li -\ — x-i 'X- 

I 1,2 


, «(n — 1 )(«— a) 

n :> 

1.2.0 




(42) F(5)~/((a!+s), 

on trouvera 

F'(5)=/'(a4-5), F*(5) =/'’(« + = ) •, F('0(s)=/(»)(a + 5). 

F'(o) =/'(«), F"(o) =/'(«), F(“)(o) =/(»)(«), 

et Ton conclura de la formule (8), pour des valeurs de z comprises 
entre les limites o, A, 


(43) 


I F(^;) = F(o)H-£F'(o)-h^F^(o)+. 

i 




1 . 2 . 3 . . .(« — i) 




1.2.3. . ./I 


F(»)(5s) 


ou, ce qui revient au meme. 






( 44 ) 
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Par consequent, dans Thypothfese admise, on pent trouver un nombre 6 
inferieur a i , etpropre a verifier la formule (44). tant que la variable a? 
demeure comprise entre les limites a; = a, a? = a + A. En vertu de la 
meme formule, la function f{x) peut alors etre consideree comme 
composee de la function entifere 


(45) f{a)- 


X ■ 


■/'(«) 


{x — ay 

1.2 




{x — a)"-* 

1.2. 3. ..(/I — l) 




qui se trouve ordonnee suivant les puissances ascendantes de a; — a, 
et d’un reste represente par le produit 


Si, dans la formule (44). on pose successivement n = i, n = z, . . . , 
on obtiendra les equations 


(47) /(^) = /(«) -1- (a: — a)f[a + 0(a; — a)], 

(48) f(a>)=f{a) + {a>-a)f'ia)+ f^[a + 9{x - a)], 

I • 2 

( 49) /(^) = /(«) + (^ - «r)/'(«) + /» + /'[« + 5(a' - «)], 


Exemples. — Concevons que Ton designe par a une quantite con- 
stante, et que Ton prenne successivement pour /(x) les deux func- 
tions reelles 

XV'y lx. 


qui restent continues, avec leurs derivees des divers ordres, tant que 
Ton attribue a la variable x une valeur positive et finie. On trouvera, 
pour les valeurs generales de f^”\x') relatives a ces deux fonetions. 


fA(f)i — i) (ft — 2). . .(f* — n T)a!(‘-", 




1 .2.3.. .(rt — l) 
^5 ' 
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En consequence, la formule ( 44 ) donnera, pour des valeurs positives 
de la variable x, 

— a) -I- ^ d) ■ ■ . 

— — «-H2) ^1, 

^ 1.2.3. ..(«-!) ^ ‘ 

1 .2.3. . .n 

et 

x — a t/x — ^ f x— a V 

a -~2 5 V « / 3 V « ) ■■■ 

I rx — a'y-'^ 1 r x — a 1" 

~"7i — iV “ / "*■ 71 [_a-h0(a?~a)J 

On arriverait aux memes r6sultats, en rempla^ant dans les for- 
mules (17) et (18) la variable x par la difference ^ — i- 
Si Ton fait en particulier ra = i, on tirera des formulas ( 5 o) et ( 5 i) 

(Sa) xi^= aV-+ iJ.{x — a)[a -h 9{x — 

a a -+- 6{x — a)’ 




11 est souvent utile de substituer aux expressions (lo) et (46) 
d’autres expressions equivalentes. On peut y parvenir comme il suit. 

Supposons que, dans I’equation ( 44 ) > 011 regarde la quantite x 
comme ‘constante, la quantite a comme variable; et designons par 
9(a) ce que devient alors Texpression (46) consideree comme fonc- 
lion de a, en sorte qu’on ait 


( 54 ) f(x)=f{a)- 


X — a 


/(«)+■••+ 


{x — aY 


1,2.3. , .(n — I) 


/("-0(a) -f- 9(a). 


On conclura de la formule (47), en y rempkcant la lettre / par la 



lettre 9, 
(55) 
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= 9 (ar) — (a; — a) o' [a + B {x — a)']. 


D’ailleurs on tirera evidemment de I’^uation ( 54 ) et de cette memo 
equation differentiee par rapport a la quantite a 


(56) 

( 57 ) 

et, par suite, 


9 (a:) = o, 

o'{a)= — /'«)(«) 

^ 1.2.3. ..(/2 — I)*' ^ 


(58) 9'[^ + 6{x-a )-]=- - «)]• 


Cela pose, la formule ( 55 ) donncra 
(59) 


9 («) = + 5 (^- «)]. 


/ .2.3. . .(/i — i) 

On peut done substituer I’expression (Sq) k I’expression (46). Seule- 
ment, dans le passage de I’llne k I’autre, le nombre 6 pourra changer 
de valeur, mais en demeurant compris entre les limites o, i. 
Lorsqu’on a egard k I’equation (59), la formule ( 44 ) se reduit a 


( 60 ) 


f{x)^f{a) + + i±^/-(a) +. . . 

/(«-»(a) 


1 - ' ' I , ‘2 

{x — 


1 . 2 . 3 . . .(n — 1 )' 


Si Ton pose, dans cette derniere, a = o, on aura simplement 

1 /(«) =/(o) + y/'(o) + 


( 61 ) 




n-\ (1 flyt— 

/u-.)(o)+ /W(ea^). 


1.2.3. ..(/i — j) 


I. 2. 3.. .(/I — l) 


II resulte de I’equation (61) que, dans la formule (8), I’expres- 

OEttvres de C. — S. II, t. IV. 46 
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sion (to) pout etre remplacee par la suivante : 


(62) 


(i — 

1. 2. 3. ..{« — !) 




Seulcment, dans le passage de la premiere expression a la secondo, 
le nombre 6 pourra changer de valeur, mais en demeurant compris 
entre les limites 0, i. 

Si, dans les equations (60) et (61), on prend n = i, on devra rcm- 
placer en meme temps le produit i.2.3...(« — i) par 1 unite. Done 
alors on retrouvera les formules (ii) et (47)‘ on posant n = 2, 
n = 3, . . . , on obtiendra les equations 


(63) 

(64) 


f{x) = f{a) H- (r - a)f'{x) + {i-Q){x — af f[a + 9(.r - «)], 
fix) =/(«) +■ ix - a)fia) 4- lf^^/"(«) 


{i — 6 Yix — ay 


1.2 




(65) fix) =/(o) -^-xf'io) 4- (i - e)x^fiex), 

(66) fix) =/(o) +xf'io) 4- -^/"(O) + ^2z:^f\6x), 


Eseemples. — Si Ton prend pour /(a?) les lonctions 
(I4-ir)^ l(i4-a:), 

» 

et si Ton altribue k x une valeur qui surpasse la quantile — i , on 
tirera de la formule (61) 


(i4-a;)!‘=i4-fJta-4- . 

, F(F-0(F-a)---(F-^ + a) „„_i 
1 . 2. 3. ..(«-!) 

1.2.3. — ^ ^ 


(67) 
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et 

(68) 1(i + x)=:^-£! + ^ 

2 3 


n — I 




Si Ton suppose en particulier n = 2, on trouvera simplement 


(69) (1 + 1 + — i) a? 5 (i — 5 ) (1 + 5a7)S>-», 

(70) l(x + a-)=:^-(i-e)(^^y. 
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NEUVIEME LECON. 


THfiOBfiMBS DE MACLADttIN ET DE TAYLOR. 


Lorsque, pour des valeurs de a; comprises entre cei’taines limites, 
et pour des valeurs du nombre 9 inferieures a I’unite, I’uno des 
expressions 


(«) 


x" 

1.2.3.. .(« — I) 




decroit indefiniment tandis que n augmente, alors, en posant « = co 
dans r^quation (8) ou (6i) de la huitiferae Legon, on trouve 


(3) fix) =/(o) + jf'io) + ^ f'io) + /"(o) . . . 

Done alors la serie 


(4) 


/(O), f/'(0), ^/'(o), ^r(o), 


qui a pour terme general le produit 


(5) 


x” 


1.2.3. . .ft 


/(«)(a), 


reste convergente, tant quo la variable a: demeure comprise entre les 
limites donnees, et cette serie fournit une somme equivalente ii la 
fonction /(m). C’est en cela que consiste le thdorime de Maciaurin. 

11 est important d’observer que la fraction renfermee dans I’expres- 



sion ( 2 ), savoir 
( 6 ) 
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1 . 2 . 3 . , , /i ’ 


s’evanouit pour une valeur infinie de n. En effet le produit 


m{n — m ■+■ = 





croifc evidemment avec le nombre entier depuis m = i jusqu’a 

71 . 

m = - ; et, comme on a en consequence 


( 7 ) 


n 

1 . 2 . 3 . . .n >> 


il est clair que la valeur nutnerique de la fraction (6) sera toujours 
inferieure a celle de la quantite 



et s’evanouira aussi bien que cette quantity, pour n = ao. On en con- 
clut immediatement que, dans le cas oii la quantite 

(9) 

conserve une valeur finie, tandis que n croit indefiniinent, I’expres- 
sion (i) converge vers une limite nulle. Done alors la serie dc Mac- 
laurin, e’est-a-dire la serie (4), est convergente, et elle verifie la for- 
mule (3). C’est ce qui arrivera pour toutes les valeurs reelles et linies 
de cc, si a chacune d’elles correspond une valeur finie de la func- 
tion /'"’(aj). 

Exemples. — Si Ton prend successivement pour /(a?) les trois fonc- 
tions 

e^, cos a;, sina;, 

on trouvera, pour les valeurs correspondantes de /'"’(a?), 
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Comme ecs derniores quantites restent finies, quel que soit x, landis 
que n augmente, on peut affirmer que le theor'eme dc Maclauriii est 
toujours applicable aux fonctions e®, cosa?, sina?. On aura en conse- 
quence, pour des valeurs reelles quclconques de la variable x, 


(10) 

( 11 ) 

« 

( 12 ) 


^ A’ 

e‘^= iH 1 1 -“5 

I 1.2 1.2.3 


+ . « 


COSJ? = I 


I . 2 


SC* 




.2.3.4 


X 

sin^ = « 

J 1.2.3 


1 .2. 3. 4. 5. 6 


x^ 


1 .2. 3. 4. 5 


L’equation (10) coincide avec la, formule (12) des Prcliminaircs. Si 
I’on y remplaee la variable x par le produit a?lA, A designant uno 
constante positive, alors, en ayant egard a la formule 


on trourera 




(i3) 


A“= I -H - I A 4- — (I A)®- 

I 1 .2 


a?" 


1.2.3 


(1A)» 


Au reste, il peut arriver que la fonction /<">( 6 a:) devienne infinic 
avec le nombre n, et que le theor'eme de Maclaurin subsiste. Conce- 
vons, par exemple, que I’onprenne 

/(a:)=l(i-h.5?), 


et qu’en meme temps on attribue k la variable x une valeur nume- 
rique inferieure a I’unite. On trouvera, dans ce cas, 




1 .2.3. . .(n — 1 )_ 

(H-cc)'* ’ 


et, comme le rapport 


1 .2.3. . .(« — i) 

(l 4 - .*)« ’ 


toujours superieur au produit 

I 4- a; \ 14- a;/ ’ 
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croitra indefiniment avec n, on pourra en dire autant des deux fonc- 

D’ailleurs I’expression (2) deviendra 


(i4) 


— S)®-' 



ct, comme la fraction 

I — 0 as) 

i + Sx ~ I + 9x 


sera evidemment un nombre inferieur a I’unite, il est clair que [’ex- 
pression (14) s’evanouira pour 72 = 00. On aura, en consequence, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre les limites — i, -t- i, 


(i5) 




Si la valeur numerique de la variable x devenait superieure a [’unite, 
alors le terme general de la serie 


(16) 
savoir 

(17) 





n ^ 


convergerait, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ± x 
[voir la formule (ii) de la page 32o]. Par suite, la serie (16), etant 
divergente, n’aurait plus de somme, et cesserait de verifier la for- 
mule (i5). 

Si, dans la formule (i5), on fait converger la variable x : i" vers la 
limite t; 2° vers la limite — i, on trouvera, dans le premier cas, 


(. 8 ) U = i-l 


I £ 

3 4 



0,69314718 . . . . 


et, dans le second, 

(19) io=-(n-^ -I- 1 -hJ 
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Supposons encore 


/(x) = arc tang^r. 


Alors, si Ton prend pour x un nombre impair, I’expression (i) se 
trouvera reduite au dernier lerme de la formule (34) de la huitieme 
Logon, c’cst-a-clire a 

— Qx \l — l) (l -h 0*^ 0 

Soienl d’ailleurs jo„ et deux quantiles reelles d^terminees par 
r6quation 

(2i) + 


On aura evidemment 
(22) —( I — fix 


et, par suite, 


(33) 


a?'* (i — Bx\l — i) ” + (i + ^■^ \/~^) p 


De plus, on tirera des formules (21) et (22) combinees entre elles par 
Yoie de multiplication 


X'‘ 




ou, ee qui revient au meme, 

(24) pi + ?“ = (r+r^) • 

Si maintenant on attribue a la variable x une valeur numerique infe- 
rieure a I’unite, la valeur du binome fournie par I’equa- 

tion (24), deviendra evidemment nulle pour /2 = oo, et par suite la 
quantite ou I’expression (20), convergera, pour des valeurs 

croissantes de n, vers la limite zero. Done alors, en posant /i = oo 
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dans la formule ( 34 ) de la huitieme LeQon, on trouvera 

( 25 ) arctangjc=: S ' 1 

Si la valeur numerique de x devenait superieure a I’unite, alors, 
comme I’expression (17) convergerait, pour des valeurs croissantes 
de n, vers la limite ±: so, la serie 


(26) 



serait divergente, et cesserait de verifier la formple (20). 

Si, dans la formule (2,5), on fait converger la variable x vers la 
limite i, on trouvera 


, . TI x/s III / I I I \ 

(27) ^ _arctang(i) 2(^_ + _ + .j 

et, par suite, 

(28) 71 =: 8 -h =3, 14109265 


Si Ton prenait, au contraire, x = 




la formule ( 25 ) donnerait 


(29) 


J = arc«nsi = -i 


6 


3.3 


I 

57 P 



Supposons maintenant 

y(^) = (i xy-, 


p. designant une quantity constante. Dans cette hypothese, la serie de 
Maclaurin deviendra 


(3o) 


fidj, 


1.2 ’ 


M-(F — 0 (f — a 

o » 

1 . 2.3 


tandis que les expressions (i) et (2) se trouveront reduites aux der- 
niers termes des formules (17) (67) de la huitieme Lecon, c est- 

QEut^res de C. — S. H, t. IV. ^7 



370 


LECONS SUR LE CALCUL DIFF^IRENTIEL. 
a-dire aux produits 


(3i) 

cl 


I . 2 . 3 . . . /i 


(32) 




De plus, si Ton designe par u„ le terme general de la serie (3o), et 
par m un nombre entier inferieur a n, on aura evidemment 


(33) 


(34) «„=(-!)"-'» I - 


_ — t) (,u — 2). . .(fx — + 1) 

“ I.2.3...W ’ 


1 


7?l '-h I 


m + i) \ n J 


Cela pose, repr^sentons par r la valeur numerique de x, et par p un 
nombre choisi arbitrairement entre les limites i etr. On pourra evi- 
demment attribuer a m une valeur assez considerable pour que, 
n etant superieur a m, la valeur numerique du produit 


reste comprise entre i et p. Alors celle du rapport 


Iht 




H- I / \ m -^2/ \ 



^n-in 


se trouvera elle-m6me renfermee entre les limites i etp" Par suite, 
si Ton a 

r>p>i. 


la fraction — et le produit de cette fraction par ou la quantite 
deviendront infinies, en meme temps que p"""', pour n -- qo. Au con- 
traire, si Ton a 




les quantites — et u„ s’evanouiront pour rt = ao, en raSme temps 
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que p""'". Ajoutons qu’on pourra en dire autant : i® de la quantite 


(35) 


(ft — — 2)...(^— » + 0 , 

1.2. 3.. .(/I — l) 


que Ton deduit de en diminuant chacun des nombres p. et n de 
I’unite; 2 " de I’expression (32) qu’on obtient en multipliant la quan- 
tite (35) par ie produit 

/ i ~0 N"-' 


attendu que ce produit converge, pour des valeurs croissantes de n, 
vers une limite finie ou nulle. Done, si la valeur numerique dea; sur- 
passe I’unite, la serie (3o), dont le terme general deviendra infini 
avec le nombre n, sera divergente et n’aura pas de somme. Mais, si la 
valeur numerique de x est inferieure a I’unite, alors, en posant 
n = 00, on tirera de la formule ( 67 ) de la huitieme Legon 


(36) (l-l-tlf)M.: 


1 


F(f* — — OCp-a) 


j .1 


.2.3 


Par des raisonnements semblables a eeux qui precedent, on prouve- 
rait aisement que I’expression (3i) s’evanouitpour une valeur infinie 
de n, quand la variable x est renfermee entre les limites o, i. II en 
resulte que I’equation (36) peut etre deduite de la formule ( 17 ) de 
la huitifeme Legon, mais dans le cas seulement ou la variable x reste 
positive et inferieure a I’unitA 

Lorsque, dans la formule (36), on remplace la quantite [x par un 
nombre entier n, on retrouve Liquation (4o) de la huitieme Legon. 
Si, dans la meme formule, on ecrit — p. au lieu de p., on en tirera 


(3?) 


(H-tc)-e=:I — 


P n(p-)-i) 5 p(p-n)(p->-2) 

— JP -4— ————— ^ ^ o 


1.2 


1.2.3 


On aura, par sutle, 
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Enfin, si Ton pose successivement {x = i, [x=: 2 , = 3, = /;^, 

m designant un nombre entier quelconque, I’equation (38) donnera 


(39) 

I 

I — X 

(4o) 

\ 

[i-xy 

(4i) 

I 

{l-xf 

et 

(c 

(42) 

< 

1 


I + if® -H a;® 4- . . . + a?” 4- • . 


: 1 4- 35/ 4- 3ar® 4- 4^* 4-. . .4- (w "1“ "!“• • •> 


(« 4 -i)(« + 3 ) 


m{m + i) 

1.1 

{n i) {n -h i) . . .{n + m — i) 

1.2.3.. .{m — i) 


(i — xy^ 


Si Ton prenait, au contraire, H- = “’ on trouverait 


(43) 


(i — a;) ^=:i4-'ir4- 


1.3 „ . 1.3.5 


— ic "T 7 00 -r , ^ 

2 2.4 2.4«0 

1.3.5.. .(2«-i) 
2 .^. 6 . .. 2 n 




Supposons inaintenant que, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre les limites x:==^a^x^a-\rhy et pour des valeurs du nombre 6 
inf^rieures a Tunite, Tune des expressions 


(44) 

(45) 


1.2.3. ../!•' '■ 

- X (I - — «)] 

1.3.3.. — 


decroisse indefiniment, tandis que n augmente; alors, en prenant 
n = x), dans I’equation (44) ou (6o) de la huitieme Leeon, on trou- 
vera 


X — a 


(46) /(a:-) =/(«)+ —;—/'(«) + 


{x — aY 


/'(«)• 


[x ctY r^n rt\ 


1 . 2.3 




\ . 2 
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Si, pour fixer les idees, on pose a; = « + A, la formule (46) donnera 


h 

(47) /(« + /0=/(«) + 7/'(«)h-— /'(«) + 7X3/'"^"')+- 

Enfin, si, dans I’equation precedente, on remplace la lettre a qui 
designe une valeur particuliere de la variable x par cette variable 
elle-meme, on obtiendra la formule 

( 48 ) /{X + h)=/{x) + fioc) + ^ f[x) +.... 

Cette derniere subsisle toutes les fois que, les fonctions 

(49) ./'('^ + '®)> f'{X! + s), f''{X-¥-s)y 

etant continues entre les limites z = o, z — h, Tune des quantites 


(50) 

(51) 


h”- 


1 . 2 . 3 . . . « 

A" 


/(«)(a:+ 9/i), 

(,_9)n-i/<'‘'(a:'-+-5A) 


1.2.3. . .(« — i) 
s’evanouit pour une valeur infinie de n. Alors la serie 

(52) fix), :J/(a:), 7X3-^"^^^ 


qui a pour terme general 
(53) 

est convergente et fournit une somme equivalente a f{x+-h). JLa 
proposition que nous venons d’enoncer est precisement le theoreme 

de Taylor. 

Exemple. — Si I’on prend successivement pour f{x) les deux 
fonctions 

lx, xf-, 

et si Ton suppose la valeur numerique de A inf^neure k celle de x, on 
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trouvera 





, . h I 

I 

I Ii* 

(54) 


3 


( 35 ) 

1 {JC -h 

I .2 

1 H-c'**- 

w ^ 0 



[ 1.2.3 


On pourrait deduire immediateraent ces derniferes formulas des equa- 

h 

tions (i5) et (3G) en y remplagant x par -• 

11 est essential d’observer que les formules de Maclaurin et de 
Taylor subsistent, non seulement pour des valeurs reclles, mais aussi 
pour des valeurs imaginaires de la function f{x). Supposons en effel 

( 56 ^ /(•r) = <p(^) H-%(a?)\/— I, 

o(x) et x(^) designant deux fonetions reelles de la variable x. Si, le 
nombre 6 etant inferieur a I’unite, Tune des expressions 

se reduit a zero pour des valeurs infinies de n, on aura 
(09) (|5(^) = 9(o) + y9'{o)-i- ^(p"(o) -h + • 

De meme, si Tune des expressions 



s’evanoiiit pour n — so, on trouvera 

(6a) ;^(^)=:^(o) + ^x'(o)+-^X'(o) + 7^x'(o)+... . 
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Or on tirera des formules (09), (62), combinees entre elles, 

9(^) -f-v'— 

= 9(0) + \/— I x(o) + 7 [9'(o) + 7/(0)] 

+ ^ [9"(o) + V''~i z"(o)] + • • ■ ; 

et il est clair que cette derniere equation ne difffere pas de la formule 
de Maclaurin, de laquelle on la deduit en prenant pour f{x) la fonc*- 
tion imaginaire (a{x) yj — i x{x). On peut raisonner de la meme 
maniere par rapport a la formule de Taylor. 

Les formules (Sq) et (62), et par suite la formule ( 63 ), subsistent 
evidemment dans le cas oil chacune des fonctions yJ'Hx) 

conserve une valeur finie, quel que soit x, pour n~<xi, c’est-a-dire, 
en d’autres termes, dans le cas oil la fonction imaginaire 

( 64 ) = I %"'• (ar) 

reste finie tandis que n croit indefiniment. 

Exemples, — Si I’on prend 

f{x) = cosa; -t- — i sin a:, 

la formule ( 3 ) ou ( 63 ) donnera 

^ ^ 

cos^ + sj— I sin^ — I H — \J— I — 5 V — ^ 

' I 1.2 1.2.3 

i . ^ . / T 

( Il 234 i" 2 3 4 5 ^ ~ ^ • • • • 

L’equation imaginaire qui precede se decompose d’elle-meme en deux 
equations reelles qui ne sont autres que les formules (i i) et (12). 
Supposons encore 

f{a)) z= \/^i sin^ar), 

a et b designant deux constantes reelles. On trouvefa, dans ce cas, en 
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ayanl egard a la derniere des formules (i i) de la page 3o6, 

= (« + 6 e®'*(cos6ic + v/— ‘ sin 6^) ■=(^a + b\j — i) J {x), 

f"(x) = (a-h f'{x) — (a-h b\,/— i)^ f\x), 


= (a+ £i \f^)" f{x), 

et, par suite, 

/(o) ='. 

/'(o) —a^b\/^i, 

/"(o) =(a + 6v'^y'. 



fW{o)—{a-\-b4^fY. 


Cela pose, la formula (63) donnera 

e«»(cosi^ _l_y/ — I siniit') 


( 66 ) 


(a-^b<J — i)x (a-^-b\J — 1 )‘ 

= ^ L-+ 




{a-^b\J—iyx* 

1.2.3 


Si, dans cette derniere, on poseair=/j, bx — q, on obtiendra I’equa- 
tion 

I eP{cosg I sin(7) 

) p-i-g\,/~i (p-hq\f^iy (p + 9Y~0\ . 

\ J 1.2 1 . 2.3 

qui subsistera pour des valeurs quelconques des variables reelles p 
et q. 
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RtGLES SUR LA C0NTER6RNCR DBS SERIES. APPLICATION DE CES R&6LES AUX SERIES 
DE MACLAURIN ET DE TAYLOR. 


Les formules (3) et (48) de la Legon precedente ne pouvant sub- 
sister que dans le cas oil les series de Maclaurin et de Taylor sont 
convergentes, il importe de fixer les conditions de la convergence 
des series. Tel est I’objet dont nous allons nous occuper. 

L’une des series les plus simples est la progression geometrique 

(i) a, ax, ax*, ax*, ..., 


qui a pour terme general aaf. Or la somme de ses n premiers termes, 
savoir 


( 2 ) 


a(i -4- a; -H . . + x”‘~ 



X 



ax^ 

, 

I — X 


convergera evidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 
limite fixe 


ou cessera de converger vers une semblable limite, suivant que la 
valeur num^rique de la variable x supposee reelle sera ou ne sera 
pas un nombre inferieiir a I’unit^. Done, si Ton attribue a la 
variable x une valeur reelle, la serie (i) sera convergente, lors- 
qu’on aura x^<^\, et divergente dans le cas eontraire. 

Concevons maintenant que Ton attribue a Invariable x une valeur 
imaginaire, e’est-a-dire de la forme p + q i fP^tq designant des 

QEuvres dc €. — S. II, t. IV, 48 
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quantites reelles. Le module de cette valeur ne sera autre chose que 
la racine carree de la somme ou, ce qui revientau meme, la 

racine carree du produit des deux expressions imaginaires 

(4) p + p — 

qui ne different que par le signe de v'— i , et que I’on appelle expres- 
sions imaginaires conjuguies. Done, si I’on nomme t le module dont 
il s’agit, on aura 

(5) + 

( 6 ) = 

Soit d'ailleurs 

(7) (/>+ 7V^)'' = F«-t-7nV^> 

designant encore des quantites reelles. Comme on trouvera par 

suite 

( 8 ) {p — q\J^l)'" = p„ — q„\f^i, 

on en conclura 

(9 ) pl+<jl-{p v^)" ip — 9 \/^ )" = -H 7® )" = 

(10) s/pl-^ql—r'^. 

Done, pour obtenir le module de x", il suffira d’elever a la puis- 
sance le module r de la variable x. Cela pose, concevons que Ton 
attribue au nombre entier n des valeurs de plus en plus grandes. 
Pour que I’expression 

s’approche alors indefiniment de la limite z6ro, il sera necessaire et 
il sulfira que les quantites reelles p„, convergent vers cette meme 
limite. Or il est clair que cette condition sera ou ne sera pas satis- 
faite, suivant que le module r de la variable x sera ou ne sera pas 
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inferieur k I’aaite. En effet, en supposant r<T et 71 = 00, on tirera 
de I’equation (10) 

Pn + 0. P«= 0, qn= O. 

Au contraire, si Ton suppose r = i ou 7‘> i et = 00, 1 ’equation (10) 
donnera 

+ = * OU + = 

et par suite I’une au moins des deux quantites />«, qn cessera de con- 
verger, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero. II suit 
evidemment de ces remarques que le produit 

a „ ax’^ 

0 !" = > 

l — X l — X . 

dans lequel le seul facteur a:" varie avec le nombre n, acquerra une 
valeur nulle pour /i = ao, si Ton a /•<^ i, et une valeur differente de 
zero, si Ton a r = i ou r> i. Done, la variable x etant imaginaire, 
la serie (r) sera convergente, si le module de x est inferieur a I’unite; 
mais elle sera divergente dans le cas contraire. Cette conclusion sub- 
siste lors meme que la constante a devient imaginaire. Elle subsiste 
aussi dans le cas oil, la quantite q etant nulle, la variable a; redevient 
reelle. Aiors le module de cette variable se reduit a sa valeur nume- 
rique, et Ton se trouve ramene a la regie que nous avons d’abord 
indiquee. 

Considerons maintenant la serie 

(11) •••> 

composee de termes quelconques reels ou imaginaires. Pour que cette 
serie soit convergente, il sera necessaire et il sufBra (wofrlesPrMimi- 
naires, page 279) que des valeurs croissantes de n fassent converger 
indefiniment la somme 

(12) «l-t~ «s + .. •+ l/a-J 

vers une limite fixe s. En d’autres termes, il sera necessaire et il suf- 
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fira que,. le nombre n devenant infini, les sommes 

^n+29 * ‘ " 

different infiniment peu de la limite s, et par consequent les unes 
des autres. D’ailleurs, les differences successives entre la premiere 
somme^„et chacune des suivantes sont respectivement determinees 
par les equations 

5„_j-3 — 5/i -h ^/i+2r 


Done, pour que la serie (ii) soil convergente, il est d’abord neces- 
saire que le terme general s’approche indefiniment de zero, tandis 
que Ti augments. Mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore 
que les differentes sommes 

e’est-a-dire les sommes des termes 



prises, a partir du premier; en tel nombre que Ton voudra, s’eva- 
nouissent elles-raemes pour n — to. Reciproquement, lorsque ces 
diverses conditions sont remplies, la convergence de la serie est 6vi- 
demment assures. 

Il est encore evident que, pour decider si la s6rie (i i) est conver- 
gentc ou divergente, on n’aura nullement besoin d’ examiner ses pre- 
miers termes, et qu’on pourra meme les supprimer de maniere a 
remplacer cette serie par la suivante 

m designant un nombre entier aussi grand que Ton voudra. 

Supposons a present 





— I, 
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(’«> designant deux quantiles reelles, dont la seconde s’evanouira 
toutes les fois que la serie (ii) sera reelle. Comme la somme imagi- 
naire determinee par Tequation (12), deviendra 

1 = (t’o-l- fi 4 -. . . + Vn-i) + ( Wo +«’!-)-■ ■ .+ Wfl-i) v'— Ij 

elle convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 
fixe, si les deux sommes reelles 

Po + «'i +• • •+ Vn-u 

• • • + 

convergent vers de semblables limites. II en resulte que la s6rie (ii) 
sera toujours convergente, en meme temps que les series reelles 

(17) *’0> •••» 

(18) Wo, w„ Wj, ..., w„, 

Si ces derniferes ou Tune d’elles seulement deviennent divergentes, 
la serie (ii) le sera egalement. 

Pour que les series (ii) et (18) soient convergentes, il est neces- 
saire et il suffit, en ve'rtu des remarques precedemment faites, que 
les diverses quantites 

(19) + •••» 

( 20) On, Vn ■+- Vn+u Vn + + Vn+s, • • • 

s’evanouissent pour « = 00. Or cette condition sera n^cessairement 
remplie, si les modules des differents termes de la serie (ii) ou (i4) 
forment une serie convergente. En effet, soil 

( 21 ) Pn=^v\+wl 

le module de I’expression (i 5 ) qui est le terme general delasgrie (ii). 
Ce module sera une quantity positive, qui surpassera evidemment la 
valeur num^rique de et celle de w'*. Par suite, les valeurs nume- 
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riques des quantites (19) et (20) seront inferieures h celles des quan- 

tites correspondantes 

(22) Pb> Pa-^Pa+i, p»+P»+l+P«+2 

D’ailleurs, si les modules des differents termes de la serie (i i) ou (i 4 ). 
savoir 

(28) Po> pl> PS) P"’ 

ou 

(24) Pfni p/n+ 2 J • • •> 

forment une s6rie couvergente, les quantites (22) s’evanouiront pour 
,/7 = oo. Done, a plus forte raison, les quantites (19) et (20) s’eva- 
nouiront elles-mfimes. On peut en conclure que la serie (r i) ou (i 4 ) 
sera toujours convergente, lorsque les modules de ses differents 
termes formeront une serie convergente. 

Si la valeur num^rique de p„ ne decroissait pas indefiniment pour 
des valeurs croissantes de n, on pourrait en dire autant de Tune des 
quantites Wn- Alors I’une des series (17)' (^®)’ suite la 

serie (ii), deviendrait necessairement divergente. 

En partant des principes que nous venous d’etablir, on d6montrera 
sans peine les deux theoremes que nous aliens enoncer. 

Theokeme I. — Gherches la limite ou les limites vers lesquelles comerge, 
tandis que n croit indefiniment, I’ expression 

i 

(25) . (p»)"; 

et soil R la plus grande de ces limites. La serie (i i) sera convergente, si 
Von <2 R < I ; divergente, si Von « R ^ i . 

Demonstration . ~ Supposons d’abord R<i, et choisissons arbi- 
trairement entre les deux nombres i et R un troisieme nombre p, 
en sorte qu’on ait 

(26) 


R<P<i; 
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7^ venant a croitre au dela de toutelimite assignable, les plus grandes 

valeurs de ne pourront s’approcher indefiniment de la limite R, 
sans finir par etre constamment inferieures a p. Par suite, il sera pas- 
sible d attribuer au nombre entier m une valeur assez considerable 
pour que, /i devenant egal ou superieur a on ait constamment 

1 

Alors les termes de la serie (24) seront des nombres inferieurs aux 
termes correspondants de la progression geometrique 

(27) P'“, p'”+', p^+S •••; 

et, comme cette derniere sera convergente (a cause de p<i), on 
devra en dire autant de la serie (24). par consequent des series (i4) 
et (i i). 

Supposons en second lieu R>i, et pla?ons encore entre les deux 
nombres i et R un troisifeme nombre p, en sorte qu’on ait 

(28) R>p>i. 

Si n vient a croitre au dela de toute limite, les plus grandes valeurs 

1 

de (pn)", en s’approchant indefiniment de R, finiront par surpasser p. 
On pourra done satisfaire a la condition 


(P«)">P ou p„>p''>l, 

pour des valeurs de n aussi considerables que Ton voudra, et par 
suite on trouvera dans la serie (24) un nombre indefini de termes 
superieurs a I’unite, ce qui sufiira pour constater la divergence des 
series (24). (r4) et (i i). 

TafioaiME II. — Si, pour des valeurs croissantes den, le rapport 


(29) 




converge vers une limite fixe R, la sene (ii) sera comergente toutes les 
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fois que I’ on aura R<r, et diver genie, toutes les fois que Von aura 

R>i. 

Demonstration. - Choisissez arbitrairement un nombre e inferieur 
a la difference qui existe entre i et R. II sera possible d’attribuer a m 
une valeur assez considerable pour que, n devenant egal ou sup6rieur 
a m, le rapport 

demeure toujours compris entre les deux limitas 

R — £, R -f- e. 

Alors les diff6rents termes de la serie (24) se trouveront compris 
entre les termes correspondants des deux progressions geometriques 

Pm, Pm(R — ®), Pm(R Pm(R 

Pm, Pm(R + E), Pm(R + s)S P»,(R-l-s)®, •••> 

lesquelles seront toutes deux convergentes, si Ton a R <1, et toutes 
deux divergentes, si Ton a R > i . Done, etc. 

Scolie. — II serait facile de prouver que la limite du rapport (29), 
dans le cas ou cette limite existe, est en meme temps celle de I’expres- 
sion (25) {voirV Analyse algebrique, Chap. VI) ('). 

En appliquant les theoremes I et II aux series de Maclaurin et 
de Taylor, on obtient les propositions suivantes : 

Th^oeAme III. — Soient f(x) une fonction rdelle ou imaginaxre de la 
variable x, et la valeur numirique ou le module de V expression 


(3o) 


1 

I 


/W(o)- 


Soil de phis $ la limite vers laquelle convergent, tandis que n croU inde- 

1 

Jiniment, les plus grandes vaUurs de (?«)" ou bkn encore la limite unique (*) 


(*) OEupres d$ Cauchy j S- II, T. Ill, p. isi3 et 63, 
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(^si cette limite existed du rapport • La sene de Maclaurin, savoir 

(3i) /(o), f/'(o), -^/"(o), -^/'"(o), 

sera convergente loules les fois que la valeur numdrique de la variable a- 
supposee reelle, ou le module de. la mdme variable supposes imaginaire 
sera infeneur a el diver gente toutes les fois que la valeur numdrique 
ou le module de x surpassera ~ 

Demonstration. — Soit r la valeur numerique ou le module de la 
variable x. Le terme general de la serie (3i), savoir 


.■2.3. . .n 




aura pour valeur numerique ou pour module le produit 

Cela pose, si, dans les theorbmes I et II, on remplace la serie (ii) par 
la serie (3i), on trouvera evidemment 

(33) p„=r 

Done la serie (3i) sera convergente lorsqu’on aura 

(34) ®/'<i ou 

et divergente lorsqu’on aura 

(35) 4>r>i ou ' ^ 

Exemples. — Si Ton prend pour f{x) la function e^, on aura 


/(''.'(o) = r, 


[ . 2 . 3 . . . 


n "h I 


O — lim = o, 

n -{-i ^ 


( 3 ?) / 


OEupres de C. — S. 11, t. IV. 


49 
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Dans le meme cas, la serie (3i) se trouvera reduite a la serie (i i) des 
PrcliminstirGS. Done cotte derniero serio, savoii 


X ^ 

I, —5 > o’ 

t 1.2 1.2.3 


I . 2 . 3 . . . /i 


est convergente tant que la valeur numerique ou le module de a? 
n’atteint pas la limite oo, e’est-a-dire que la serie (38) est conver- 
gente pour une valeur finie quelconque, reelle ou imaginaire, de la 
variable cc. On peut en dire autant des deux series 


77 ^’ 1 . 2 . 3. 4 


1 . 2. 3. 4. 5. 6 


Uo) 7’ “TTrs’ 1 . 2 . 3. 4 . 5 

qu’on obtient en posant successivementy(a;) = cosa;, — sin a?, 

et que Ton deduit de la s 6 rie (38), en annulant les termes dc rang 
pair ou de rang impair, et pla?ant le signe — devant Ic second, le 
quatrieme, le sixieme, . . . des termes conserves. En effet, on aura, 
pour les series (38), ( 89 ) et (4o), 

\ 

‘*’ = •>'"(7:7X777’ 

et, comme cette dernibre formula devra s’accorder avec I’equa- 
tion (36), il faudra qu’elle se rbduise a $ = 0 . 

Si Ton prend pour f{x) la fonction l(i-f-£c), on trouvera 


/(»)(o) =r (— l)"-* I .2.3. . — 1 ), cp„; 


a On n H- I 


0 = lini — - — — i, 

14 -i 

n 


( 43 ) 
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Dans le meme cas, la serie (3i) deviendra 


(44) 


X 

~~ J 
I 


X- 

2 


T’ 
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Done celte derniere serie est convergente, tant que la valeur nume- 
rique on le module de x reste inferieur a I’unite. On peut en dire 
autant de la serie 


(45) 



quo Ton obtient en posant fix') — arctanga;, et que Ton deduit de 
la serie (4-4) en annulant les termes de rang pair, et changeant les 
signes du second, du quatrieme, du sixieme, ... des termes con- 
serves. 

Enfin, si Ton prend pour fix) la fonction (i t*- designant 

une coAstante reelle, on trouvera, pour de trfes grandes valeurs de n. 


yt'i) (o) = — i). ..(// — rtH-i), 


<?«+i _ _ 

/t 4- 1 - 


(46) 

(47) 

Dans le mfime cas, 

(48) I, iJ - x , 


® = lim =1, 


I-+- 


n 




: I. 


la serie (3i) deviendra 


' — " vb- 9 r> 9 

JO 1.2-3 


I — 


it 

n 



) 


Done cette derniere serie est elle-meme convergente, tant que la 
valeur numerique ou le module de x reste inferieur a I’unite. 

Theor^me IV. — Les mimes choses elant posies que dans le tkeoreme 
precedent, mais la fonction f{x) Hunt reelle, ainsi que la variable x, 
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designons par 0 un nombre in/erieur a V unite, par valeurnume- 
rique de I’une des expressions 

(49) 

— dY-' x) 

(3o) ’ 


et par W la limite vers laquelk convergent, tandis que n croil indefini- 

i 

menl, les plus grandes valeurs de ou bien encore la limite unique 
{sicette limite existe) du rapport Laformule. de Maclaurin, savoir 


(50 


f{x) =/(o) -f- y /'(o) + ;^/'(o) + 7;^ 


r(o)- 


suhsistera pour toute valeur de x, a laquelle correspondra tine valeur 
duproduit Wx renfermee entre les limit es — i, 4- r. 

Demonstration. — Soit r la valeur niimerique de x. Si le? pro- 
duit est renferm6 entre les limites — i, -hi. on aura 


(02) 

Done alors la serie qui aura pour terme general le produit 


(53) 


I . 2 . S . 




ou 

(54) 




1 .2.3. . .(« — 0 


fw^dx) 


sera convergente. Done ce produit s’evanouira pour n = cc, et I’equa- 
tion (8) ou (61) de la huitieme Leqon entrainera la formule ( 5 i). 

Corollaire I. — La formule ( 5 i) suhsistera pour toutes les valeurs 
reelles de x comprises entre les limites 


X 


I 




X 


I 




(55) 
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si, pour chaciine de ces valeurs, I’un des rapports 


( 56 ) 

( 57 ) 


/i»)(0) ’ 

(r_0)n-l/(«)(0dj) 

/‘"(o) 
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conserve une valeur flnie, tandis que le nombre n devient infiniment 
grand. En effet, soit la valeur numerique du rapport ( 56 ) ou (07), 
et supposons que cette valeur numerique reste constamment infe- 
rieure au nombre k. L’expression 

iXnf, 


constamment plus petite que convergera, pour des valeurs crois- 
santes de n, vers une limite egale ou inferieure a ^“ = 1; et Ton 
pourra en dire autant de I’expression 

{nxnf, 

puisqu’on aura, en vertu de la formule ( 24) de la page 323 , limw" = r . 
D’ailleurs, si les quantites et^n designent les valeurs numeriques 
des rapports (49) et ( 56 ), on aura evidemment 


et, par suite, 




1 ^ 


De meme, si les quantites et designent les valeurs numeriques 
des rapports ('So) et (57), on aura 


et, par suite. 




1 


En consequence on aura necessairement , dans I’hypothese admise, 
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Done la condition ( 02 ) sera satisfaitc, et la forniule (5i) subsistera, 
pour toutes les valeurs reelles de x propros a verifier la condi- 
tion ( 34 ), e’est-a-dire pour les valeurs reelles de x, qui rendront 
convergente la serie (3i). 

Exemples. — Si Ton prend /(x) = e^, le rapport (56) se trouvera 
reduit a I’exponentielle 

(58) 

Or cette exponentielle, dans laquelle la seule quantite 0 varie avec n, 
naais de maniere a rester comprise entre les limites o, i, conserve 
evidemment une valeur finie pour chaque valeur finie de x, tandis 
que le nombre n croit inddfiniinent. Done la formule ( 10 ) de la Le^on 
precedentc subsistera, pour toutes les valeurs reelles de x qui ren- 
dront convergente la serie (38); ce que Ton savait deja. 

Si Ton prend successivementpour f(x) les deux fonctions. 

on trouvera, pour les valeurs correspondantes du rapport ( 57 ), 


( 59 ) 

( 60 ) 


1 / 1 — e y‘-‘ 

1 4- 00? \ I + 


d 


Or, dans ces dernieres expressions, les deux facteurs ( i -I- 03 ?)*^' 
conservent des valeurs finies, pour chaque valeur finie de x, et le 
facteur roste inferieur a I’unite, lorsque, le nombre n — i 

etant positif, la variable x est renfermee entre les limites x = — 1 , 
x = j. Done les formules (i5) et (36) de la Legon precgdenle sub- 
sistent pour toutes les valeurs de x renfermees entre ces limites; ce 
que Ton savait deja. 

Corollaire 11. — Le corollaire I s’etend au cas meme oil les valeurs 
de /*"’(o), correspondantes a certaines valeurs de n, s’evanouissent, 
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pourvu que, dans ce cas, on ne tienne aucun compte des valeurs cor- 
respondantes des rapports (56) et (07). 

Exemples. — Si Ton prend successivement pour f{x) les deux 
fonctions cos£c, sina;, I’expression (56) se trouvera reduite a I’un des 
rapports 

cos + — ) 

(C) li, 

' ' nn 

cos 

2 



Or ces deux rapports acquerront des valeurs infinies, correspon- 
dantes a des valeurs nulles de /'"'(«). le premier quand le nombre n 
sera impair, et le second quand le nombre n sera pair. Mais, si, ne 
tenant aucun compte de ces valeurs infinies, on attribue toujours au 
nombre n, dans le rapport (61) une valeur paire, et dans le rap- 
port (62) une valeur impaire, on. verra ces rapports se reduire con- 
stamment Tune des quantit6s finies 

sin^r, cos^, — sin^r, — cosx. 

Done les formules (i i) et (12) de la Le?on precedente subsistent pour 
toutes les valeurs reelles possibles de la variable x. 

Des raisonnements semblablcs a ceux que nous venons d’employer 
pour etablir les theorbmes III et IV, etant appliques, non plus a la 
serie de Maclaurin, mais a celle de Taylor, conduiront immediatement 
a deux autres theoremes que nous allons enoncer. 

TH^:oR^:ME V. — Soient f{x) une fonclion reelle ou imaginaire de la 
variable reelle x; h une constante reelle ou imaginaire, et <o„ la valeur 
numerujue ou le module- de I expression 


( 63 ) 
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Soil de plus $ la limite vers laquelle convergent, tandis gue n croit xnde- 

1 

finiment, les plus grandes valeurs de (9b)". ou hen encore la limite 
unique (si cetle limite existed du rapport Taylor, savoir 


(64) 






/(■»). 7/'('^)> TTiJ 


f{x), 


sera comergente, toutes les fois que la valeur numenque ou le module 
de k sera inferieur d et diver gente, toutes les fois que la valeur nume- 

rique ou le module de h surpassera 

Exempks. — Si Ton prend pour f(x) Tune des Irois fonctions 

e^, cos a:, sin . 2 ?, 


on trouvorft $ = o, ^ ~ Dnnc cilors Isi sorio (^4) rostorfl convor- 

gente pour toutes les valeurs finies, r^elles ou imaginaires, de la con- 
stante/^, ainsi qu’on I’avait deja remarque. 

Si Ton prend pour /(x) Tune des fonctions 

1 X, 

on trouvera, on designant par r la valeur numerique de la variable 
reelle x, 


Done alors la serie (64) sera convergente tant que la valeur nume* 
rique ou le module de A restera inferieur a la valeur numh’ique dc x; 
ce que Ton savait dejL 

Th^or^me VI. — Les m^mes choses etant posies que dans le theoreme 
precedent, mats la fonction f(x) etant reelle, ainsi que la constanteh, 
designons par 6 un nomhre inferieur a V unite, par ({/„ la valeur nume- 



DIXIEME LECON, 
rique de V une des expressions 
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(65) 


I . 2 . 3 ... /I ’ 


( 66 ) 


1.2.3. ..(/2 — I) 


et parW la limite vers laquelle convergent , tandis que n croit indefini- 

ment, les plus grandes valeurs de ('I'yi)", on bien encore la limite unique 
(si cette limite existe) da rapport La formule de Taylor, savoir 


(67) f{x+ h)-= f{cc) -H y/'(^) 4- 7 ^ /"(•») + 


subsistera pour loule valeur reelle de h, a laquelle correspondra une 
valeur du produit ^ h comprise entre les Umites — i , + i . 

Corollaire I. — La formule ( 67 ) subsistera pour toutes les valeurs 
reelles de A comprises entre les limites — chacune 

de ces valeurs, I’un des rapports 


( 68 ) 

(69) 


fW {x + Bh) 

(i — 6)”-'- 6h) 

7w(^) 


conserve une valeur finie, tandis que n croit indefinirnent. G’est ce 
que Ton demontrera sans peine par des raisonnements semblables 
ceux dont nous avons deja fait usage pour etablir le corollaire I du 
theor^me IV. 

Exemples. — Si Ton prend succcssivement pour f{x) les deux 
functions 

IvT, xV-, 


on conclura du corollaire precedent que les formules (54) et(55) de 
la page 877 subsistent dans le cas oii la valeur numerique de A est infe- 
rieure a celle de x. 

OEavrea de C. — S. U, l.IV. 
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On pourrait croire que la seric de Maclaurin a loujours/(a;) pour 
somme, quand olle est convergentCj ct que, dans le cas ou ses diffe- 
rents termes s’evanouissenl I’un apres I’autre, la fonction /(a?) s cva- 
nouit elle-meme. Mais, pour s’assurer du contraire, il sulTit d’observer 
^jue la seconde condition sera renaplie, si Ton suppose 

<70) /(^) = e W, 

et la preraifere, si I’ on suppose 

(71) 

Cependant la fonction e n’est pas identiquement nulle, ct la 
serie deduite de la prenaibre supposition a pour somme, non pas le 

binome , mais son premier terme Les memes re- 

marques sont applicables a la s6rie de Taylor. 

Au reste, on reconnaitra facilemcnt que la fonction /(x), recllc ou 
imaginaire, ne peut etre la somme d’une serie convergentc ordonneo 
suivant les puissances ascendantes de x, qu’autant que cetto serie 
coincide avee celle de Maclaurin. En effet, soit 

(72) f{ie) at,+ aiX -i- -+■ 

En differentiant plusieurs fois cette ^nation par rapport a a?, et obser- 
vant que Tequation (ta) de la troisieme Lecon subsiste dans le cas 
meme oil le polynome 

se composant d’un nombre infini de termes, devient la somme d’une 
serie convergente, on trouvera 

/'(a:) :=z ai-h H- 

— 1 ,2^2-1- 3.3^7.i.r “h. . . , 

/^(czr) =:i.2.3fl34-* , 
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puis, en posant a; = o, on tirera des equations (72) et (73) 

(74) /(o) = flo, f'{o)=:ai, /''(o) = r.2«j, /"(o) =1.2.303, 

et, par suite, 

(76) O„=:/(0), Oi=y/'(o), 03= O3=j^/"(0), .... 

« 

Or, si Ton substitue, dans la formule (72), les valeurs precedentes 
de a„, a,, flo, . . . , on sera evidemment ramene a I’equation ( 5 i). 

On prouverait de la meme manibre que la fonction ne 

peut etre la somme d’une serie convergente ordonnee suivant les 

puissances ascendantes de h, qu’autant que cette serie coincide avec 
celle do Taylor. 
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ONZlilME LECON. 

DES VALEURS QUE PRENNENT LES FONCTIONS d’DNE SEULE VARIABLE X, 
Ql’AND CETTE VARIABLE DEVIENT IMACmAIRE. 


Lorsque ies constantes ou variables comprises dans une fonction 
donnee, apres avoir ete considerees comme reelles, sont cnsuite sup- 
posecs imaginaires, la notation a I’aide de laquelle on exprimait la 
fonction dont il s’agit ne pent etre conservec dans le calcul qu’cn 
vertu d’une convention nouvelle propre a fixer le sens de cette nota- 
tion dans la nouvelle hypothese. Si Ton considere en particulier les 
notations propres a representer les fonctions simples, savoir 

IT 

a-HJj, a — jc, ax, x-. A*, Ljp, 

i2? 

sin.r, cos.r, arc sin . p, arc cos jt, 

il sufFira, pour en fixer le sens, dans le cas oil la variable x devient 
imaginaire, de recourir aux principcs que j’ai developpes dans V Ana- 
lyse algebrique {voir les Chapitres VII, VIII et IX), et que je vais rap- 
peler en peu de mots. 

On appelle expression imaginaire toute expression de la forme 

p-^q , 

pciq designant deux quantiles reelles. Une semblable expression no 
signifie rien par elle-merae, non plus quo le signe Mais, Iorsqu£ 
1 on combine des expressions imaginaires entre elles, par voie.d’ad- 
dition, de soustraction, de multiplication, etc., en operant comme si 
\i I etait une quantite reelle dont le carre fut egal a — i , on obtient 
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pour resultats de nouvelles expressions imaginaires; et il peut etre 
utile do signaler los relations qui existent entre les quantites reelles, 
comprises dans les .expressions imaginaires donnees et dans celles 
qui resultent de leur combinaison. Pour retrouver plus facilemenl 
les relations dont il s’agit, on est convenu de regarder comme egales 
deux expressions imaginaires 

p + q , P -H Q \J~\ , 

lorsqu’il y a egalite de part et d’autre : entre les parties reelles p 
et P; 2° entre les coefficients de i, savoir q et Q. Cela pose, toute 
equation imaginaire n’estque la representation symbolique de deux 
equations entre quantites reelles. Par cxemple, I’equation symbo- 
lique 

cos(a + p) + I sin (« + j3) 

( = cosacosp — sin a sin p + (sina cosp -H sinp cos«) \/— i , 

dans laquelle a, ^ designent deux arcs reels, equivaut seule aux deux 
equations reelles 

( cos(a -+- P) = cosa cosp — sinasin p, 

(a) 

( sin (a + P) = sin« cosp + sinp cosa. 

Lorsque, dans I’expression imaginaire 

P + q sj— I , 

le coefficient y de \/— i s’evanouit, le terme qsj— i est cense reduit 
a zero, et I’expression elle-meme a la quantite reelle p. En vertu do 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantites reelles. 

Les expressions imaginaires peuvent etre soumises, aussi bien quo 
les quantites reelles, aux diverses operations de I’Algebre. Si Ton 
cffectue en particulier I’addition, la soustraction ou la multiplica- 
tion de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en operant 
d’apres les r'egles etablies pour les quantites reelles, on obtiendra 
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pour resultat une nouvelle expression imaginairc, qui sera cc qu’on 
appclle la somme, la difference ou le produit dos expressions donnees, 
et Ton se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, 
cette difference ou ce produit. On aura, par exemplc, 

(cosa -1- \J— I sina) (cos(3 + \/--r i sin^) 

= cosa cosP — sina sin (3 + (sina cos ^ 4 - sin (3 cosa) i , 

d’oii il resulte que I’equation (i) pourra s’ecrire comme il suit : 

I cos(a 4- (3) + \/— I sin(a 4- (3) 

( =*(cosa 4- I sina) (cos (3 4- \/~ i sin^). 

En iriultipliant les deux membres de cette derniere tsquation par do 
nouveaux facteurs de la forme 


cosy 4 - \/— I sin y, 
on trou^erait gdneralement 


( 4 ) 


cos (a 4- (3 4- y 4-. . .) 4- \/— i sin(a 4 - (3 4- y 4-. . .) 

= (cosa 4 - \/^ sina) (cosp4-v/-^ sin (3) (cosy 4- siny). . 


quel que fit le nombre des arcs reels a, |3, y, 

En vertu de ce qu’on vient de dire, si Ton designe par a une con- 
stante reelle, et par x une variable imaginaire ou de la forme 

les notations 

(5) <2 4-0?, a — X, ax 

devrontetre employees pour representer les expressions imaginaires 

( 6 ) a + p -‘rqsj— i , — ap-^-aq^ — 1 . 

Si la constante a devenait imaginaire ou de la forme 
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Ic.s expressions imaginaires, representees par les notations (5), 
seraient respectivement 

/ a + 

( 7 ) j “ — -t- (|5 — ?) ' > 

( ap~^q + {a.q + ^p) . 

Lc produit de deux expressions imaginaires conjuguees ou qui no 
different entre elles que par le signe du coefficient de sj— i, se reduit, 
comme on I’a deja remarque dans la Le^on precedente, au carre du 
module de chacune d’elles puisque Ton a 

Si Ton supposait en particulier 

/) = c6sa, gr — sina, 

on trouverait 

( 9 ) (cosa + \/^ sin a) (cosa — sina) = cos®a + sin*a = / . 

Diviser une premiere expression imaginaire par une seconde, e’est- 
trouver une troisieme expression imaginaire qui, multipliee par la 
seconde, reproduise la premiere. Le resultat de cette operation ost lc 
quotient des deux expressions donnees. On se sert, pour I’indiquer, 
du signe ordinaire de la division. Cela pose, si Ton designe par a et 
par X une constante et une variable imaginaire, e’est-a-dire de la 
forme 

a + |3 v/— I et p + q \l— • , 

on conclura sans peine de I’equation (8) que les notations 


(10) 



a 

X 


doivent ^tre employees pour representer les deux expressions imagi- 


naires 

p 



p'+q* 


(t>) 
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Dans le cas particulier ou la valour de x est de la forme 

* X ==; COS a -h sj — i sin a, 

on tii’e de Tequation (9) 

( 12 ) 1 = cosa — * sinet. 

cos « + V' — I sin a 

Une propriete remarquable de toute expression imaginaire 

p + q \i^i , 

e’est de pouvoir se mettre sous la forme 

r(cos« + v^— 1 sini), 

r designant une quantile positive et / un arc reel. En etfet, si Ton 
pose Tequation .symbolique 

(1 3 ) /‘(cosi-hv/— I sin<) =/> -1- * 

OU, ce qui revient au merae, les deux equations reelles 

(14) rcost = p, rsmt=:g, 

on en tirera 

p^-i-g-=r^{cos^t -H sin'f) — /■% 

(1 5 ) r = \lp^+q^, 

et, apres avoir ainsi reconnu que le nombre r doit co’incider avcc Ic 
module de I’expression imaginaire 

il ne restera, pour verifier completement les equations (i4), qu’a 
trouver un arc t dont le cosinus et le sinus soient respectivement 

(16) cos^ = -— sinf= ? 
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Or les formules (t6) entrainent I’equation 

. * sin? q 

(*7) 1ang? = : = -j 

cos? p 

clont la racine la plus petite (abstraction faite du signe) est I’arc 
designe par la notation arctang^- Soit 

(i8) r = arc tang — 

P 

meme arc, qui est necessairement compris entre les limites — 


ce 


-• On trouvera 

2 


q , Sim 

- langr rz: 


. cost' 


('9) 


COST SillT \/cOS*T -I- Sin^T I 

~ ~~T' 


et, comme le cosinus de I’arc 'v ne pourra etre qu’nne quantite posi- 
tive, il est clair que la formule (19) devra se reduire, lorsque p sera 
positif, a 

COST sinr i 


(20) 




et, lorsque p sera negatif, a 

, . COST SillT I 

(21) = = : 

P <] f 

Done, si Ton suppose /> > o, on aura 


(22) ■ cosT= ^ ■■ ? sinT = -====; 

^p‘-+q'- ^/P^- 

et, comme alors les formules (16) deviendrontrespectivement 
(28) cos^=cosT, sin^ = sinT, 

la valeur generate de t sera evidemment 
(24) ^=:T±:2^7^, 


OEuvres de C, — S. II, 1. IV« 
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k designaiit un nombre entier quelconque. Au contraire, si 1 on sup 
pose p negatif, on trouvera 


( 25 ) 


COS-i 




suit: 


s/p^ 


et, commc dans ce cas les formules (i6) deviendront 


(26) 


cos^= — COST, sin^ — — siiiT, 


la valeur generale de t sera 

(ay) i = T±(2/f4-l)7t. 

On peut observer encore que, en vcrtu de la formule (i 5 ), reunie aux 
formules (22) ou (20), on aura, en supposant/? > o, 

(a 8 ) pH-i7yCrj[=:r(c0ST + v/— 1 sinr), 


et, en supposant/j< o, 

(29) p + q\J—‘~— /'(cost ■+■ \l— 1 sinr). 

Elever une expression imaginaire a la puissance du degre 7n(mdesi- 
gnant un nombre entier), c’est former le produit de m facteurs egaux 
a cette expression. On indique la puissance de a:=p-hg\l— 1 
par la notation a;'”. Si, pour plus de commodite, la valeur de x est 
presentee sous la forme 

(30) i!; = r(cos« + v^^ sini), 

la valeur de af" se deduira ais6ment des principes ci-dessus etablis, 
et sera donnee par I’equation 

( 3 1) + I sinmr). 

Dans le cas particulier oil la constante p est positive, on peut sup- 
poser ^ = v, et Ton a par suite 

(3a) .r«=r"'(cos7«T-l-v/— I sioott), 
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les valeurs des constantes /• et t etant fournies par les Equations (i5) 
et(i8). 

Extraire la racine n*'™* de I’expression imagiriaire x — p q\j — i 
ou, en d’autres termes, elever cette expression a la puissance du 

degre c’est former une nouvelle expression imaginaire dont la 

puissance reproduise p +■ q\J — i . Ce probleme admettant plu- 
sieurs solutions, comme on le verra tout a I’heure, il en resulte que 
I’expression imaginaire x a plusieurs racines du degre n. Dans le cas 
oil la constante p est positive, Tune des racines dont il s’agit est evi- 
demment I’expression imaginaire a laquelle on parvient, quand on 

remplace, dans le second membre de I’equation (Sa), m par puis- 
qu’on a dans ce cas 



Cette racine estcelle que nous indiquerons par la notation a;", en sorte 
qu’on aura, en supposant /? > o. 


1 \ y 

(33) x”z= r^{coi^ I 

£ 

Ajoutons que, si Ton emploie la notation ((a?))" pour designer indis- 
tinctement I’une quelconque des racines de x du degre n, on.trou- 
vera, en supposant jo>o, 

(34) 00 = /-(cost + v/ — I sin-), 
d’oii Ton conclura 

(35) {{x)y=zT^ ^cos ^ H- \f^i sin ^ ((i))”, 
et, en supposant p<to, 


(36) 


^ — r(cosT "h \/— I sinr). 
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d’ou Ton conclura 

1 1 / ■ t\ - 

07 ) sin-j ((— i))". 


En effet, il est facile de reconnaitre qu’en elevant a la puissance 
le second membre de la formule (35) ou ( 37 ), on reproduit le second 

membre de la formule (34) ou (36); et d’ailleurs, pour s’assurer que 

1 

toutes les valeurs de ((a?))" sontfournies par I’equation (35) ou ( 37 ), 
il suflit d’ observer que, si Ton fait 


(38) 



= u, 


on en tirera, en supposant />> o, 

(39) «’='!='• 


M = ((i))i 


ef, en supposant j? < 0 , 

(40) « = ((— 1))«, 

1 j_ 

Quant aux valeurs generales de (( 1 ))“ et de ((— i))", on les obtiendra 
en cherchant les valeurs de a? = r(cosi -t- V — 1 sint), propres a veri- 
fier 1 ° I’equation 

(41) r“(cos«« I siufti) = I, 

2° r^uation 

( 42 ) j;®=r“(cosrt/ + v'— I sinKf)=— I. 

Or on satisfera evidemment a I’equation (4i), en prenant 

/• = !, 

cosraJH- y/— j sin/i^ = I, cosrtf = i, ■sinnf = o, 

nt:=:±:2Kiz, t=z±i , 


n 
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et designant par k nn nombre entier quelconque; tandis qu’on veri- 
fiera Tequation ( 42 ), en prenanl toujoursr"= r, r= r, et de plus 


cos/Ji + \J— I sinrtf = — j , 
nt~±{^k + i)ir, 


cosrt^=: — I, sin«^ = o, 

^ L ( 2 A- + I ) 71 

n 


On aura done generalement 

//OV // _L- / • ^A'Tt 

( 43 ) ((i))'‘=cos— ±v/-i Sin — 


et 

(44) 


{(— l))"=rCOS 


{lk 




1 sin 


( 2 A' 4- 1) 7t 


Une remarque importante a faire, e’est que les equations (43) et (44) 

1 

fournissent, pour chacune des expressions ((i))'‘» ((— 1 ))“. « valours 
distinctes que Ton obtient, en prenant successivement pour k les 
divers nombres entiers compris entre les limites — o» ^ (voir, pour 
de plus amples developpements, V Analyse algebrique, Chap. ■V1I)(' ). 

Outre les puissances entiferes et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent k considerer leurs puissances 
fractionnaires ou negatives. Ces dernieres resultent d’operations sem- 
blables a celles qui fournissent les puissances fractionnaires ou nega- 
tives des quantites reelles. Ainsi, par exemple, pour eleven I’exprcs- 
sion imaginaire x = p + q — 1 a la puissance iraetionnaire du 

degr 6 il faut, en supposant la fraction ^ reduite a sa plus simple 
expression : 1 ° extraire la racine de I’expression donnee; 

2 ® klever cette racine a la puissance entiere du degre m. Le pro- 
blfeme pouvant etre resdlu de plusieurs manieres, nous designerons 
indistinctement Tune quelconque des puissances x, du degre par 

m 

la notation ((x)y. Gela posk, si Ton elfeve a la puissance les 


{*) OEmres de Cauchy, S. II, T. III. 
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deux membres de la formulo (35) ou ( 37 ), on trouvera : 1 ° en sup- 

posant p>o, 

- -/ m I . ni \ ,, .'~ 

( 45 ) ((a;))" = /''‘(cos — 7 + v'— I sin — 7ij{(0) 5 

2 ® en supposant p < o. 

- - / fn / • \ fi \v7 

(46) ((j:))" = cos -TT + l/- 1 sm-Tj ((-!)) ■ 

m w 

Quant aux diverses valeurs de ((i))“ ou de (( — i ))“ , on les obtiendia 
sans peine en elevant a la puissance m les deux membres de la for- 
mule (43) ou (44), et Ton reconnaitra qu’elles coincident avec les 

1 - 

diverses valeurs de ((i))“ ou de (( — i))" (voir 1 Analyse algehrique, 
Chap. VII). Ajoutons que, si la quantite p est positive, on obtiendra 

m 

une valour particuli&re do ((^))”j elevant a la puissance m les 
deux membres de la formule (33). Cette valeur particulifere, que 1 on 

m 

deduit de la formule- (46) en reduisant (( i))" a Tunite, sera designee 
par la notation a;", en sorte qu’on aura 



Elever I’expression imaginaire a; a la puissance negative du 
degre — m, ou — ou — e’est diviser I’unite par la puissance 

du degree, ou ou ~ Le probleme admettantune solution seule- 

ment dans le premier cas, et plusieurs solutions dans chacun des 
deux autres , on indiquera la puissance du degre — m par la nota- 

1 in 

tion simple tandis que la notation ((®)) ", ou ((a;)) " repr^sen- 

tera une quelconque des puissances du degre — ou — Enfin 

— 1 — — 

on designera par " ou par ^ ^ le quotient que fournit la division 
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1 m 

de I’unite par la puissance of, ouo?". Cela pose, on tirera des equa- 
tions ( 3 i), ( 45 ), ( 46 ) et (47) : 1° quel que soit le signe de p, 

(48) x~’"-z= r-"‘(eosmt — \/ — i sinm^); 

2° dans le cas oil p sera positif, 

m m . 

(49) ■ ((x))~" = /'”^C 0 S ^7 

m w , 

( 5 0) X " = r "(cos^r 
3 ° dans le cas oii p sera negatif, 

(51) ((^)) " = /• " ^cos \/— I siii~rj ((— 0) 

m _fjl 

Quant aux diverses valeurs de I’expression ((i)) " , ou ((— i)) ", on 

reconnaitra sans peine qu’elles coincident avec les diverses valeurs 

1 \ 

de I’expression ((i))"> 011 ((“ 0)" • 

II suit evidemment des formules (Sa), ( 33 ), (47) et ( 5 o) que, si 
Ton designe par a une quantite positive ou negative, entiere ou frac- 
tionnaire, on aura, en supposant x = p-^q y/— 1 , etjo > o, 

(Sa) /-“(cosaT -i- y/ — i sinsT). 

Cette derniere equation ayant liei>toutes les fois que la valeur nunie- 
rique de la constantc a est entiere ou fractionnaire, I’analogie nous 
conduit a I’etendre au cas m^rne ou la valeur numerique de a devient 
irrationnelle. Alors I’equation dont il s’agit sert a fixer le sens de la 
notation af\ mais il n’est plus possible de conserver dans le calcul les 
notations ((1))“, ((^))^> nioins de considerer chacune d’elles comrae 
propre a representer une infinite d’expressions imaginaires. 

Lorsque la quantite p devient negative, on ne voit plus, menoe en 
supposant fractionnaire la valeur numerique de a, quelle est celle des 
valeurs de I’expression ((aj))“ que I’on pourrait distinguer des autres 


) — — 
((')) 

-y/-! sin-- ; 
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ot designer par la notation of {voir, a ce sujet, le premier article des 
Exercices de Mathematiques pour I’annee 1826) ('). Mais alors, —p 
etant une quantite positive, on trouvera, pour une valeur reelle quel- 
conque de-la constante a, 

(53) (— a;)“ = r“(cosac + v''~i sinar). 

Ajoutez qiie, si Ton designe para une quantite positive ou negative, 
cnliere ou fractionnaire, on aura, en supposant o, 

(54) ((^))«=a7«((0)“, 

( 55 ) (( I ))“ = cos 2 /tair + \!— i si n 2 kai:, 

et, en supposant jo<o, 

(56) ((^))‘«=(-a?)“((-i))«, 

^57) ((— !))«=: cos[( 2 A-h- i)aiT] + v^— sin[( 2 A- + i)a 7 T], 


Considerons maintenant les six notations 


( 58 ) 


( A®, sinj", cosor, 

I Lx, arcsina;, arccosar. 


Si Ton attribue a la variable x une valeur reelle, ces six notations 
representeront autant de fonctions reelles de x, qui, prises deux a 
deux, seront inverses Tune de I’autrc, c’est-a-dire donn6es par des 
operations inverses, pourvu toutefois que, A designant un nombrc, 
L exprirae la caracteristique des logarithmes dans le systeme dont la 
base est A. 11 reste a fixer le sens de ces m^mes notations dans le cas 
oil la variable x devient imaginaire. C’est ce que je vais faire ici en 
commen^ant par les trois premieres. 

On a prouve que, dans le cas oil la variable x est supposee reelle, 
les trois fonctions representees par 

A®, sinar, cos a; 


(*) OEupres de Cauchy j S. 11, T. VI, p. ii. 
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sont toujours developpables en series convergentes ordonnees suivant 
les puissances ascendantes et entiferes de cette variable. On a en effet, 
dans cette hypothese (uoir la neuvieme Lecon), 


(59) 

(60) 

(61) 


X , 




x~ 


k^= I -h-lA-{- — (lAr . o 
1 1.2 1 . 2.0 


(1A)^ + ..., 


COS^= I — 


X* 


X" 

I .2 I .2.3.4 
X^ x^ 


X 

sin (2? ^ I rt / M 

I 1.2.3 I. 2. 3. 4.0 


la caracteristiquel indiquant unlogarithmen6perien.De plus, comme, 
en vertu des remarques faites dans la dixieme Legon (page 386), les 
series qu’on vient de rappeler restent convergentes pour toutes les 
valeurs reelles ou imaginaires de la variable x, on est convenu 
d’etendre les equations (Sg), (6o), (6i) a tons les cas possibles, et 
de les considerer comme pouvant servir k fixer, lors mfime que la 
variable devient imaginaire, le sens des trois notations 

A®, sin a?, cos a". 

Observons a present que, si, dans Tequation (Sg), on fait A = e 
(e designant la base des logarithmes neperiens), on en tirera 



puis, en 6crivant successivement, au lieu de x. 


(63) 

(64) 


arlA, iX !\/ — 1, —x\J — X, 


=1+ -lA 
1 




07 . 0?® 

— 1 -j — - 

I 1-2 

, — X / 

— J J I — -I- 

I ^ 1-2 


07» 

1.2.3 

1.2.3 


y/— 1 4- 


OEuures de C* — S. IT, t. IV. 


52 
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On aura, par suite, 


m 

( 66 ) 


ga:U _ 

I = co&x + s\r\x, 

I e~^'f^=cosx — s / — I sin a?, 


et Ton conclura des equations (66) 


(67) cosa; = > 


gz/-! g-z/-l 

sina? = ;= ’ 


la variable x pouvant toujours etre reelle ou imaginaire. Cela pose, 
ii sera facile d’obtenir sous forme finie les valours de e*,^, sina; 
et cosa; correspondantes a une valeur imaginaire p+-q\l—i de la 
variable a;; et d’abord, en ayant egard a la formule (67) de la neu- 
vieme Legon, on trouvera 


gx—eP+Q'/-i=zi+p-hq\/—i ■+■ 




1.2 


I .2.3 




= ep{cosq + sins'). 


On aura done 

(68) e®=ep(coss' + v/^ sin^). 


De plus, la valeur de e® etant determinee par I’equation (68), les 
valours des notations 


(69) 


A®, sina;, cosa; 


se deduiront immediatement des formules ( 65 ) 01(67), etl’on recon- 
naitra que ces notations doivent 6tre employees pour representer les 
expressions imaginaires 


A^(coss'1Ah-\/ — I sinylA), 

Q-g , Qg — . e'~^ 


(70) ' 


2 

eg~s^ 


sin/> ■ 
cos/? • 


2 


cos/?\/^, 
sm/?\/— 7 . 


2 


2 
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Ajoutons que I’equation (68) peut 6tre presentee sous la forme 

( 71 ) e“=ePe^^‘. 

Or, a I’aide de cette dernifere et des equations ( 65 ), (66), on etendra 
sans peine a des valeurs imaginaires quelconques des variables x, y 
les formules communes qui expriment les proprietes des functions e®, 
A*, cosa;, sina;. On trouvera, par exemple. 


(72) 

( 78 ) k.=‘^=k.=‘ky, 

cos (a: 4-y) = cosajcos/ — sinarsin j, 
sin (x-hy) = sin a? cosy H- siny cosa:, 

sm{ X 

\2 


= cosa;, 


cos 


(? 


■ ^ 


: Sin^, 



Concevons maintenant que Ton cberche les diverses valeurs reelles 
ou imaginaires de/ et de s propres a r^soudre les deux equations 

( 76 ) , ey = x, 

( 77 ) A»=a;. 

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de x calcules : 
1° dans le systeme neperien; 2° dans le systeme dont la base est A, 
et representes par Tune des notations 

I((a;)), L((a;)). 

De plus, comme on aura, en vertu de la formule ( 65 ), 

■ A-=e=*S 


il est clair que les inconnues/ et 
condition 

y = S lA 


z seront assujetties a I’equation 



de 


L((a;)) 


lA 


en sorte qu’on trouvera 
(78) 
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Done, pour obtenir les logarithmes de a: dans le systbme dont la base 
est A, il sufFira de diviser par 1 A les logarithmes neperiens de la meme 
variable, etpar consequent on pourra se contenter de resoudre I equa- 
tion (76). Or, si I’on pose 

4X!-=:p+ q \/ — I et / = P + Q \/ — 

P, Q d^signant, ainsi que p et q, des quantit^s reelles, I’equation (76) 

donnera 

gPn-o 1/^— e^(^cosQ -t- \/ — I sinQ) — p ^ \/ — 

puis Ton en tirera : i" en supposant/?>- 0, designant par k un nombre 
entier quelconque, et ayant 6gard a la formule (28), 

e’’(cosQ sinQ) = /'(cosT-(- I sint), 

e^=:r, ? = !/■, 

cosQ -I- v/^ sin Q = cost -h \]-~ i sinr, 
eosQ = cosT, sinQ = siriT, Q=T±2A:7r,' 

2® en supposant <0, et ayant egard a la formule (29), 

e*'(cosQ -H \/^ sinQ) =— /-(cost -t- sinr), 

«*”=/•, p = ]r, 

cos Q -h sin Q=— ( cost sinr), 
cosQ= — 'COST, sinQ= — sinr, Q = r ± i) tt. 

On aura par suite, pourune valeur positive de p, 

(79) I-((i!?)) = lr-l-r\/^± 2 ^ 7 cv^, 
et, pour une valeur negative de p, 

(80) l((a3)) = lr-f-Tv/^±(2A--l-i):rv/^. 

Si Ton fait en particulier a? = i ou a; = — i, on tirera de la for- 
mule (79) ou (80) 


(81) 


l((i)) :=±‘ikv:sf^\ 
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ou 

( 82 ) 1 ((— i))=±(2A--!-i)7:^/ir7, 

puis Ton conclura des quatre dernieres equations : i® en supposant 

P>o, 

(83) 1 ((•2! )) = !/■ + TV^— I 1((0); 

2® en supposant /> < 0, 

(84) l((a;)) = lrH-7\/^ + l((— i)). 

Dans le cas ou la quantite p reste positive, le plus simple de tous les 
logarithmes de x est celui qu’on obtient en faisant k = o dans I’^qua- 
tion (79), et l((i)) = 0 dans I’^quation (83). Ce meme logarithme 
qui, pour une valeur nulle de q, se reduit au logarithme reel de p, 
sera celui que nous d6signerons par la notation la;, en sorte qu’on 
aura, en supposant />> 0, 

(85) la: = lr-i-Tv/— 1. 

Cela pose, on trouvera evidemment, pour des valeurs positives de la 
quantity p, 

(86) l((a?)) = la; + l((i)), 

et, pour des valeurs negatives de p, 

(87) l((^)) = l(-a^)+l((-i)). 

De plus, si, jo etant positif, on supprime les parentheses doubles ren- 
fermees dans le second membre de I’^quation (78), on obtiendra une 
valeur de L((a;)), que nous designerons par la notation La;, en sorte 
qu’on aura 

( 88 ) = 

Ajoutons que Ton ne fera Jamais usage des notations la; ou La; dans 
le cas oil la quantite p sera negative. 



M4 LEgONS SUR LE CALCUL DIFF^RENTIEL. 

Aprfes avoir calcule les divers logarithmes de I’expression imagi- 
naire 

x—p-¥ qsP^\, 

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le sinus est egal 
a Si Ton designe par 

(89) arc sin ((a;)) = P + Q \/— i 

Tun quelconque de ces arcs, on aura, pour determiner P + Q i , 
I’equation 

(90) sin(P + Q\/^) = a: = />-f-9r(/— I 


ou, ce qui revient au m^me, la suivante 


+ 6 ^ . T, ! — C ^ _ t- 

sinP + v— I— -cosP=/) + ^V'—i> 

2 2 

laquelle se divise en deux autres, savoir 


(91) 




sinP = /), 


fiQ — e-Q 
2 


cosP =+ g. 


A ces dernieres on peut substituer le systeme equivalent des deux 
formules 


(92) 


e^ = 


-.-0— P 




sinP cosP 


sinP cosP 


De plus, si Ton ^limine Q entre les formules (92), on en tirera suc- 
cessivement 


( 93 ) 

( 94 ) 




sin*P cos®P 
cos*P — (i — — g*) cos®P — 9® = o; 


puis, en observant que cos-P est necessairement une quantite posi- 
tive, 

V(' 


COS^P = 


- 


. 2—^2 


■ \ 


— 


)■- 


( 95 ) 


i-^p 




VM^y 


+9* 


2 
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On aura par suite 

(96) sin^P = 1 — cos°P = - ^ 

2 

ou, ce qui revient au meme. 



I + 

2 



2 


(97) 


sin®P=: 






et, comme, en vertu de la premiere des equations (91), sinP et p 
devront etre des quantites du meme signe, on trouvera, en extrayant 
les racines carrees des deux membres de la formule (97). 



Cela pose, si Ton fait, pour plus de commodity. 


(99) 


S' = arc sin - 




on tirera de I’equation (98) 

t 

(100) P = 2 ±^S— ^^±2A-, 

k designant un nombre entier quelconque; et de la premiere des for- 
mules (92) 

(101) 

D’ailleurs, I’equation (98) derant etre verifiee quand on y pose 

P = ^ ±: ±: 2 kit, 

on en conclura 


_p! £l_ ^ |^_£_ . _L_\ /_£ ^\ = i 

sin*® cos*S \sinS ^ cosSy Vsio* cosS/ 


(102) 
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et, par suite, 

II en resulte que la valeur de Q pourra etre presentee sous la forme 
(‘o 4 ) cosl)’ 

II importe d’observer : i° que, dans la formule (104), on devra tou- 
jours reduire le double signe ± a celui qui alfectera le binome ^ ~ 
dans I’equation (too); 2“ que la valeur trouv6e de Q pouvait se tirer 
de la seconde des equations (92) aussi bien que de la premiere. En 
substituant cette valeur de Q avec la valeur generale de P dans la for- 
mula (89), et faisant, pour abreger. 



on aura d^finitivement 

(106) arcsin((ir)) = ^ ± 1\/— i— 

Parmi le's diverses valeurs de arc sin ((a?)) que fournit I’equation 
precWente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant k = o 
et en reduisant au signe + le double signe qui affecte le trinome 
^_i_ ^\]— 1 — Nous la d6signerons a I’aide de parentheses simples, 
et nous ecrirons en consequence 

(107) arcsin(a!) = $+ I, 

ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, 

(108) arc Sind! = ® H- I . 

D’autre part, si I’on observe que dr 2^11 •+• ^ repr^senfe un quel- 
conque des arcs qui ont I’unite pour sinus, on reconnaitra que 
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(109) arcsin((a!))=± ^arcsin® — +arcsin((i)). 

II serait facile d’exprimer la quantile ^en function de p et de q. En 
effet, si Ton remplace P par ® dans les formulas (98) et (gS), on en 
tirera, en observant que cos$ est essentiellement positif, 



ou, ce qui revient au meme, 



le double signe devant etre rMuit au signe + ou au signe — , suivant 
que Ton aura q = ouq= — \/q^, c’est-a-dire suivant que la quan- 
tile q sera positive ou negative. 

Dans le cas particulier oil Ton 39 = 0, les formulas (99) et (na) 
donnent 



53 


OFMures {7. — S. II, t. IV. 
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On trouve par suite, en supposant />*< i, 

(114) ®i=arcsin/?, ^r=±l(i) = o, 
et, en supposant i , 

(11 5 ) ^f=:arcsin“ = arcsin(±i), ^ = ± i). 

slf 

Dans la premiere hypothfese, la formula (io8) se reduit, comme on 
devait s’y attendre, a I’equation identique 

arcsin/) = arcsin/>, 
et la formule (io6) devient 

7 C ( TcX 

(116) arc sin((/>}) = ~ — (sire sinjo — - j ±: a/cTr. 

Dans le second cas, la quantite ^ admettant, non plus une seule 
valeur, mais deux valeurs egales et de signes contraires, le second 
membre de I’equation (to8) cesse d’etre completement determine. 
On doit done alors s’abstenir d’employer la notation arc sin p ; mais on 
tire des equations (io6) et (n 5 ) : 1° en supposant p'^o, 

(11:7) arc sin ((/»)) = ^ ± 2 Air ±y/^ l(/? + i); 

2“ en supposant /> < o, 

(118) arc sin ((p)) ^ ±: (2 A ± i)7c± y/^ [ l(— p + y/p* — i). 

Dans le cas partieulier oti Ton a p = o, les formules (99) et (i 12) 
donnent 

(rig) ® = arcsin(o) =0, ^ = 1 ( 5- -t- y/y*’+ i). ' 

Par suite, les formules (106), (108) se reduisent a 

(120) arcsin((9y/^^)) = - ± 247 t± — y/— [ 1(7 + y/5'®-h i) , 

2 \_2 J 

(r2i) arcsin(^y/— i)=:y/— 1 l(g' -t- y/g^^n- 1). 
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Considerons maintenant les arcs imaginaires dont le cosinus est 
^=p -\-q V— I . Si Ton designs par 

(122) - « rr arccos((a:)) 

I’un quelconque de ces arcs, on aura, pour determiner z, I’equation 

(123) COS- = a:. 

D’ailleurs la premifere des equations (70) donnera 
(J24) cosx! = sin . 

Done I’equation (laS) pourra s’^crire comme il suit : 

(125) sin^^ — = 

Or on tirera de cette derniere . 

(126) ^ — j = arcsin((a?)). 

Done les diverses valeurs de 5 = arccos((a7)) seront determinees par 
la formule 

II 

TT 

(127) arccos((a:)) = - — arcsin((a:)). 

Parmi ces valeurs, il en existe une qui merite d’etre remarquee, 
savoif, celle qu’on obtient, en rempla?ant, dans le second membre 
de la formule (127), les doubles parentheses par des parentheses 
simples. Nous designerons encore, a I’aide de parentheses simples, la 
valeur dont il s’agit, et nous ecrirons, en consequence, 

TT 

(128) arccos(dr) = - — arcsm{ar) 

ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, 

(129) arc cosar = ^ — arc sina:. 



4-20 


LEgONS SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL. 

Cela pose, on tirera evidemment de I’equation (io8) 

(130) arccosa:=: - — I, 

les valeurs des quantites <S, ^etant toujours determinees paries for- 
mules (99) et (m). De plus on conclura de la formule (109), com- 
binee avec les equations (127) et (129), 

(131) arc cos ((a;)) =±1 arc cos iu ±: arc cos (i). 

/ 

Consid^rons, en particulier, le cas oii Ton & q = o. Alors, si I’on 
suppose I’equation (i 3 o) se reduira, comme on devait s’y 

attendre, a Tequation ideqtique 

arc cos/j = arc cos/>, 

et la formule (i 3 i) dcTiendra 

(iSa) arccos((jD)) = ± a^ir ± arccosjo. 

Si Ton suppose, au contraire, la quantity Q acquerra deux 

valeurs egales, mais ,de signes differents, et Ton devra, par suite, 
s’abstenir d’employer la notation arccos/>; tandis que Ton tirera des 
foripules (117), (118) et (127) : 1° en supposant /? >0, 

(133) arccos((j»)) =:±: aA'itq: l(jO 4- — i), 

2® en supposant p <C.o, 

(134) arccos((jt?)) =q:(aA:±i)7rq:V'— 1 1(— + \/p* — i). 

Dans le cas oil Ton suppose p — o,on tire des formulas (120), (121) 
et (127) 

(i36) arccos((5'v/^)) = + 2A:ir± — ^ZIT \{q + i)j|» 

(i36) arccos(9\/— i) = ^ 1 1(51 + 

Nous avons precedemment observe que les formulas (72), (yS), 



ONZiiME LEgON. 421 

(74), (75), etc., qui expriment Jes proprietes connues des fonc- 
tions A®, cosa;, sin a?, . . . , peuvent etre etendues a des valeurs imagi- 
naires quelconques des variables a?, /. Si Ton consid^re, au con- 
traire, des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 

It, Lt, arcsinx, arccosaj, 

on trouvera le plus souvent que ces formules, etendues au cas oii les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent qu’avec des restric- 
tions considerables. Par example, si Ton fait 

(187) T = p + q\f^, y = p, + qi\[^i, z=Pi-¥ •••; 

et, si Ton designe par a une quantite reelle quelconque, la formula 
connue 

(i 38 ) l,T + hy -i- T jS - h , , . — h(^Tys . , 

subsistera seulement dans le cas oil, p, p,, p ^, ... etant positifs, la 
somme 

(i3q) arc tang- -t- arc tang— -¥■ arc tang^ 4-. . . 

'■ °p °pi Pt 

restera comprise entre les limites — et la formule 

(140) LT<^=aLT, 
dans le cas ou le produit 

(141) aarctang| 

sera compris entre les memes limites. Ajoutons que, si, dans 1 equa- 
tion (i 38 ), on remplace les parentheses simples par des parentheses 
doubles, la formule ainsi obtenue, savoir 

(i 4 a) L((,Tyz. . .)) = L((a;)) 4-L((7)) -1-L((5))4-. • 

devra etre consideree comme exacte, parce qu’a chacune des valeurs 
du second membre on pourra faire correspondre une valeur egale du 
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premier. Quant a la valeur generale de L((a?")), elle se deduira imme- 
diatement des deux equations 


(i43) 


l((a;‘*)) =l((e“*®))=:ala!± I, 


k designant un nombre entier quelconque, et le produit (i4i) etant 

It 'll 

toujours renferme entre les limites — -> + 

Pour terminer ce que nous avions a dire sur les valeurs que 
prennent les fonctions simples de la variable x, quand cette variable 
est imaginaire, il nous reste a chercher ce que deviennent les expres- 
sions 

A^, Lx 


lorsque les constantes a, A cessent d’etre reelles. Or, si Ton etend la 
formule (Sa) au cas oii> la partie reelle de x etant positive, 1 expo- 
sant a devient imaginaire, cette formule suffira evidemment pour 
fixer, dans le cas dont il s’agit, la valeur de la notation of. Nous ad- 
mettrons desormais cette extension de la formule (52^; mais nous 
cesserons d’employer la notation of toutes les fois que la partie reelle 
de la variable x sera negative. Quant a la notation ((a?))'** on n® peut 
en faire usage, lorsque I’exposant a n’est pas reel, a moins de la con- 
siderer comme propre k representer une infinite d’ expressions ima- 
ginaires. 

Supposons maintenant que la constants A se presente sous la forme 
(i44) A = «-i-P\/^» 

a, § designant des quantites quelconques. Dans ce cas, si la quan- 
tite cc est positive, il sulfira, pour fixer le sens de la notation A®, de 
concevoir que la formule (65) continue de subsister. Alors, en fai- 
sant, pour abreger, 

|3 



on trouvera 
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A = p(cosu + I sinu), 1A = Ip -f- v \J— i, 

— pa;lp+uagv/^ — ^xlp gUJ? yCT 

et, par suite, 

(i46) A®= p*(cosu^ -h ^ — I sinua;). 

On arriverait au meme resultat en remplagant, dans la formule (02). 

X = /'(cosr 4 - \/— I sinr) par A = p(cosu 4 - i sinw) 
et 

a par x. 

Si, dans le premier membre de la formule ( 65 ), on remplagait lA 
par 1 ((A)), I’expression qui en resulterait, savoir 

offrirait une infinite de valeurs que Ton pourrait toujours calculer, 
quel que Mt d’ailleurs le signe de la partie reelle de la constante A. 
Done, si Ton admet dans le calcul la notation ((A))®, il faudra la 
considerer comme propre a representer chacune des valeurs dont 
il s’agit, et par consequent une infinite d’expressions imaginaires. 
Quant aux notations 

Lx, L((«)), 

L indiquant un logarithme pris dans un systeme dont la base A est 
imaginaire, elles designeront necessairement des valeurs de z propres 
a verifier I’equation (77), et par consequent elles ne devront etre 
employees que dans le cas oii Ton po.urra faire usage de la nota- 
tion A®, e’est-a-dire lorsque la partie reelle de A sera positive. Il est 
d’ailleurs aise de s’assurer que, dans ce m6me cas, les valeurs des 
notations La? se d^duiront a I’ordinaire des formules (78) 

et (88).. 

Il est aise de voir comment les formules connues, qui- expriment 
les propri^tes des fonctions a?“. A®, La:, doivent 6tre modifiees 
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lorsque l6s constantcs a, A dsvicnnent iniaginairGS. P&i GXGmplc, 
si I’on fait 

la formule (i38) et la suivante 

(147) x‘^y‘^s‘^... — {xyz...Y 

subsisteront seulement dans le cas ou, p, pt, p^ ■ • • etant positifs, la 
somme (i39) restera comprise entre les limites Au con- 

traire, si la^artie reelle de A est positive, la formule 

(148) A*ArA=... = A*+y+*"- 

subsistera sans aucune modification pour toutes les valeurs possibles 
reelles ou imaginaires des variables a;, y, s, — II est encore facile 
de s’assurer : i® que, si Ton fait 

a = « + |3v'^, a: = r(cosT4-V^^sinT), 

a, p, p designant des quantites reelles et t un angle renferme entre 
les limites la formule («4o) sul?sistera seulement dans le 

cas oil le binome 

(1 49 ) «r + j31/- 

restera compris entre les m^mes limites; 2 ° que la formule ( 142 ) 
subsistera pour des valeurs quelconques des variables w, y, z, 
et les formules (i43) pour toutes les valeurs de x qui offriront une 
partie reelle positive- 

Les valeurs que prennent les fonctions simples d’une variable x, 
quand cette variable devient imaginaire, etant fixees, comme on vient 
de le voir, on determinera faeilement les valeurs que peuvent prendre 
des fonctions composees d’une ou de plusieurs variables reelles ou 
imaginaires. Parmi les fonctions de cette derniere espice, il en est 
quelques-unes que Ton rencontre souvent dans I’Analyse. Telles sont, 
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par exemple, les quatre fonctions 

(i5o) tang^P, cot^r, sec^, cosec 


qne Ton pent considerer comme composees et definies par les for- 
mulos 


(i5t) 


I lang^ = 

I 

I secj7 = 


sin.r 

cos^r’ 

I 

cos^’ 


cot^ 


cos^ 

sinj? 


I 

coseccr = 

sin a? 


Tels sont encore les arcs de cercle dont la tangente, la cotangcnle, 
la secante ou la cosecante seraient representees par or. Pour faire 
voir comment on peut fixer les valeurs des arcs dont il s’agit, desi- 
gnons par 

(i52) j = arc tang((x)) 


I’un quelconque de ceux dont la tangente est egale a a. On aura 


(i53) ^ = tangs = 


sms 

COSfl 


gS g-Z 




I-)- e-=/^)y/ — 1 — 1 I ’ 


puis on en conclura 
(i54) 

et, par consequent, 




I — X \/ — I 


2z\f^i = 2 V'— I arc tangj; 

= 1 = l((i + ^ v/=^)) - l((r - ^ 


ou, ce qui revient au meme, 

i(0 + ^,/zr;))-i((x-^s/ir7)) 


(i55) 


arc tang((d?)) =- 




Observons d’ailleurs que, dans le cas oil la variable cc reste reelle, 
I’equation (i55) subsiste lors meme qu’on y supprime les doubles 

54 
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parentheses. Alors, en effet, on lire de 1 e(juatioii (8 d) 

l(, + = i 1(1 + i’) + arctang.r, 

l(i - z= i 1(1 + - v/^ arc tang. r 


ct, par suite, 
(• 56 ) 


l(n-a:v/— i) — l(• — •T\/— i) 

arc tangj" = — 1=^ 

z\/—i 


Or il suffit evidemment d’etendre cettc derni^re fomulc au cas oii 
la variable x devient imaginaire, pour fixer, dans ce dernier cas, le. 
sens de la notation 

(i5y) arctangx. 

G’est ce c[ue nous ferons desormais. On trouvera done, en picnant 
X —p-h q sj — r , 

l(i — <7 -h p V^— t) — I (• + 'Z — P . 

(i58) arc langx — t = — > 


2 U— I 


puis on en conclura, en supposant q'^<C i 

I aretangxx= ^ |^arc tang -t-arc lang^-^ 

4 


(•Sg) 


Si Ton supposait, au contraire, i, il faudrait renoncer a se servir 
do Tune des notations 

l(l — q ~hp\/~), l(l-H?— /•V'— •)> 

Ct par consequent de la notation 

arc tangx. 

Lorsque la condition q'^<Ct se trouve renapUe, chacune dcs diffe- 
rences 

1 ((i-f- X i/^)) — I (i H- X \/^), l((i - X \/^)) - 1 (i - .C \/4^) 



est (le la forme 
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■±.2kT.\l— I, 

k designant un nombre entier, et par suite la difference 
arc tang ((x)) -‘arc langjr 

« 

l((i \J — i)) — l(i-i-.r^ — i) + l((i — x\/ — i)) — 1 ( 1 — ,r V' — » ) 

2\/— i 

ost dc la forme 

/CTT. 

On a done alors 


(i6o) arclang((a?)) arc tanga? i A-r 

ou, ce qui revient au meme, 


(i6i) arc lang((j7)) = arc tango; + arc tang((o)). 


Lorsqu’on suppose en memo temps jo = o et r, on tire de la 
formula (i58) 


(162) 


arc tang(5’v/^) = 



Apres avoir determine, par la formule (i55), la valour de I’un quel- 
conque des arcs qui onto; pour tangente, on en deduira sans peine la 
valour de I’un quelconque de ceux qui ont x pour cotangente. En 
effet, si Ton dcsigne par 

(i63) 5 =r arc cot ((or)) 


Tun de ces derniers arcs, on aura 


et, par suite. 


X = COL- = 


cosx; 

siu- 


I 

tang:; 


tang- 


I 



m arc tang 



ou, ce qui revient au meme, 

(i64) arccot((a;)) = arctang^^^^y 



428 


LEgONS SUR LE CALCUL RIFF^RENTIEL. 


Lorsque, dans le rapport le coefficient de \l— i a une valeur numo- 
rique plus petite que I’unite, alors, en supprimant les doubles paren- 
theses dans le second membre de la formule (164), on obtient une 
valeur particuliere de arccot((a;)) que nous designerons par 

arc cotaj, 

en sorte qu’on aura 

(i 65 ^ arc coto: = arctanff — • 

Par des raisonnements semblables a ceux qui precedent, on pour- 
rait encoi’e ramcner la determination des arcs qui ont x pour secante 
ou pour cosecante a la determination des arcs dont on connait le 
sinus ou le cosinus, et Ton etablirait les formules 


(166) 

arc sec ((j?))* = 

(167) 

arc cos^c ((^)) = arc sin ? 

(168) 

. I 

arcseCwT? —arc cos — ? 

x 

(169) 

arc cosec^ = arc sin — • 
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DOUZIEME LECON. 

BIFFfiRENTIKLlHS ET DEKIVEES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIOSS 
d’cne variable IMAGINAIRE. 


Concovons que Ton etende les definitions que nous avons donnees 
pour les differentielles et les derivees des variables et des fonctions 
reelles, au eas meme oil ces variables et fonctions deviennent imagi- 
naires. Alors, en partant des principes exposes dans la Lecon prece- 
dente, on determinera sans peine ces differentielles et ces derivees, 
ainsi qu’on va le faire voir. 

J’observerai d’abord que, si Ton represente par 

(i) j = «4-p\/— i = p(cos-j + \/— isinv) 


une expression imaginaire infiniment petite, a, p, u designant 
quatre quantites reelles dont les trois premieres soient infiniment 
petites etla quatrieme positive, on aura, en vertu des formules (62) 
et (61) de la onzieme Le^on, 


e ' — I 




£ £^ 

1 O 

.2 1 . 2.0 


I sinu) ^(cos2'j + i sin2'j) -h. 


sini 




1 . 2 

[ . 2.3 


1.2.3 

4-. . .1=1 5-(cOS 2U 4- Sin2L») 


Or on tirera de ces dernieres, en faisant converger la quantite p, et 
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par consequent I’expression (i), vers la limite zero, 


(2) 

1* ^ 

lim r- 

l 


sin/ 

(3) 

lim— 

1 


puis, en remplagant j par ilA, on trouvera 


et, par suite, 

(4) 


g<lA_ I A' — I 

lim — rr-. — = lim = I 

jIA - tlA 



= 1A, 


A designant une constante reelle ou une constante imaginaire donl la 
partie reelle soil positive. De plus, si Ton fait 

l(l -t- i) =: I, 

on aura 

](i + ^') _ / e'— 1 \~‘ 

i ~ e‘ — I \ I / 

ct, par suite, 

(5) lim — I ou lim 1(1 + 1 )‘=: i; 


puis on en conclura 

1 

(6) lim(i + «)'=: e. 

Enfin, comme, dans le cas oi) la partie reelle de la constante A est 
positive, on tire de I’equation (88) de la onzieme Legon 


la lettre L indiquant un logarilhme pris dans le systeme dont la base 
est A, on aura, dans ce m^me cas, 



DOUZlfiME LECON. 431 

Les diverses formules qui precedent s’accordent avec celles quo nous 
avons donnees dans les Preliminaires, lorsque Texpression infiniment 
petite designee par i se reduit a une quantite reelle. Mais il elait im- 
portant de s’assurer qu’elles subsistent, lors m^me que i devient ima- 
ginaire. Ajoutons que, si Ton represente par Aa? = i I’accroissement 
infiniment petit d’une variable imaginaire x, la derivee de la function 

c’est-a-dire la limite vers laquelle converge le rapport 

Ay f{x i) — /(.a?) 

A.r i 

tandis que i s’approche de zero, pourra toujours etre designee par la 
notation 

/ ou f'[x). 

Quant aux differenlielles dx, dy, elles ne seront autre chose que des 
expressions imaginaires dont le rapport sera equivalent a la derniere 
raison des accroissemcnts infiniment petits bx. Ay, et par consequent 
des expressions imaginaires liees entre elles par I’equation 

— = y' ou dy—y'dx. 
d.c 

Or, en vertu de cette equation, la difierentielle dy sera completement 
determinee, quand on aura fixe la forme de la fonction y =/(a;) el 
la differentielle dx de la variable independante. Mais cette derniere 
dififerentielle restera entierement arbitraire et pourra etre une expres- 
sion imaginaire quelconque. 

Cela pose, en faisant usage de raisonnements semblables a ceux 
que nous avons employes dans la premiere Le^on, et ayant egard a 
la formule 

(8) ^®=iI = lA’ 

on trouvera : i° pour des valeurs imaginaires quelconques de la 
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variable x et tie la coiistante a, 


d{a x)^ dxy 


d{a — j?) =— dx, 
a dx 


(9) 


d{ax) :=adx, d-^ : 

de-^^ dx, 

d sin.r q,osx dx ~ sin (x ) dx, 


d cos .37 = — sin xdx = cos ^.3? ~>r'^dx\ 


2^ pour des valeurs de la constante A dont la partie reelle sera 
positive, 

(to) = A*^ lA ^.3?; 


3 ** pour des valeurs de x dont la partie reelle sera positive, 
( n ) dx^ = a dx^ 

(12) arL^=Le— , 

X 


(i3) 


dixzzz 


dx 

— j 

X 


et, pour ties valeurs de x dont la partie reelle sera negative, 

(14) d{~a:Y = — a{— aiY-'- dj;, 

(15) dh{-a;) = he~, 

X 

(16) dl(-^) . 

X 

De plus on tirera de I’equation (86) ou (87) (page 4 i 3 ) combinee 
avec la formule (i 3 ) ou (r6), 

( 17 ) = 

X 

et de la formule (78) (page 4ii)» 
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On etablira encore sans difficulte les deux premieres des equa- 
tions (i3) de la page agS, savoir 


(19) 


di&ngxz=. 


dx 

cos- a?’ 


d eolx = — 


dx 

sin-j?’ 


et I’equation (10) de la page 298, savoir 
(20) dF{y) = F'(y)df, 

y etant une fonction quelcdnque de sc; puis on deduira immediate- 
ment de cette equation la plupart des formules contenucs dans les 
pages 293, 294 et 298 avec quelques-unes de ces memes formules 
legerement modifiees. On trouvera, en particulier, 


(21) 


d(a+y) = dy, d(—y)z= — y, d(ay) = ady, 

dL^-%, i]((y)) = ^ 

y 7" y 


, . , , ^xnxdx , , co^xdx 

(22) d%QC.Xz=i ■ - ■ 3 ^cosec^’: 


cos-x 


Sin-a: 


De plus, si Ton pose 
on aura 


y = x‘‘, 


puis, en dififerentiant et ayant egard a I’equation (17), on retrouvera, 
comme a I’ordinaire (uoi'rla page 294), les formules 


dy dx dy y 

— > -^ = a'— = 

Y X dx X 




et par consequent la formule (i 1). 

De meme, si Ton prend 

/ = are tang ((a:)) ou / = arccol((a;)), 

on en conclura 

tangy = x ou cot/ = .r, 

puis, en differentiant, et ayant egard aux equations (19), on obtiendra 

OMaores de C. — S. II, t. IV. 55 
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laformule • , j 

dy = cos’y dx ou dy = — sin-y dx, 

cle laquelle on tirera 

dx 

(aS) i/arctang((^))= ou arc cot ((a;)) 

Si Ton posait, au contraire, 

arc sm((:a)), 

on en conclurait 


■<- X' 


sin/ — X, dy — 


dx 

cos/ 


D’ailleurs, si, dans la premifere des equations (74) de la page l^ii, on 
renaplace oc par — /, cette equation donnera, pour une valeur qiiel- 
conque reelle ou imaginaire de la variable /, 

cos^ jK -+- sin^j^ = I . 

On aura done, dans le cas present, 


cos 


‘/ = i — sin=/ = r — j;*, cos/ = ((i — 


dx 


et, par suite, 

( 24 ) i;arcsin((a:))= r 

On trouvera de meme 


(25) 


ciarc cos((j?)) = - 


dx 


En d’autres termes, on aura, si la partie reelle de i — a?® est positive. 


(26) '(iarcsin((a;)) =— if arc cos ((a;)) —± 
et, si la partie reelle de i — a?® est negative, 

(27) rfare sin((«)) = — arc cos ((a?)) : 


dx 


\/i — 


\Jx^ 


=s/~ 


II est bon d’observer que les formulas (aS) comprennent, comme cas 
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(28) 


if arc tangir = 


1 4- 


ifarccoti» = — 


dx 

1 ■+■ x^ 


Ajoutons que, si, dans la premiere des formules (28), on remplace x 
par^ry/— i, on en tirera, en supposant la variable x reelle, et ayant 
egard a I’equation (162) de la onzi^me Legon, 


(29) 


,i,i-{-x dx 
d-l = 

2 I — X I — JT® 


II serait facile de verifier directement ce dernier resultat. 
Si Ton prenait simplement 

y = arc sinir. 


on trouverait toujours 
D’ailleurs, si Ton suppose 


dy = 


dx 

cosr 


x—p-^q\j—i. 


p, q designant des quantiles reelles, la valeur de arc sina? sera donnee 
par la formule (108) de la Legon precedente, ou 


7 = arc sinir = (? -f- , 

^ designant des quantiles reelles dont la premiere verifiera les 
equations (no) de la meme Legon. En consequence, la partie 
r6elle de 

► 

COS/ = cos(® + i) = - e ^)cos^— ^)sin9?, 

2 ^2 

savoir 

l(e^+e~^)cos$, 

2 


sera une quantile de meme signe que 
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c’est-a-dire une quantite positive. Done, si, dans le premier membre 
de la formule (24), on remplace les parentheses doubles par des 
parentheses simples, on devra en meme temps reduirc I’expression 
_ x^)y a celle de ses deux valeurs qui offre une partie reelle 
positive. Si, pour fixer les idees, on prend x — q\l-~i,on trouvera 

. ! — \J — * 

a arc sinff v/"" ^ — “F==J’ 

ou, ce qui revient au m^me [iWrla formule (121) de la Logon prece- 
dentej. 


puis on en eonclura, en substituant la lettre a la lettre q, 


(3o) 


d\(^x + t -k- = - .— -=1 • 

V/ * -I- 


II serait facile de verifier directement cette derniere equation. 

Dans le cas particulier oil, la variable x etant reelle, la valour 
numerique de cette variable surpasse I’unite, aucune des deux va- 
leurs de I’expression 


n’offre une partie reelle positive, puisqu’elles se reduisent respective- 
ment a 

Mais alors aussi I’expression arc sinx doit etre bannie du calcul {voir 
la Legon precedente, p. 4i8), et par consequent il n’y a plus lieu de 
chercher la differcntielle de arcsina;. Ajoutons que, dans le meme 
cas, on tirera de I’equation (22) combinee avec la formule (117) do 
la precedente Legon, 

(3i) arc sin ((a:)) =± r)=± ■ 1 . 

— I 


On pent d’ailleurs verifier I’exactitude de I’equation (3i) en etablis- 
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sant directement la formule 

( 32 ) d l(x -+• \lx^— 1)= ■ ■ 

— I 

Quant a la differentielle de I’expression arccosa:, elle se deduira 
immediatement de I’equation (129) de la Le?on precedente. On aura 
done, dans tons les cas, 

(33) (5? arc cos a; =— rf arc sin a;. 

Soient maintenant s, u, v, w, ... diverses fonctions de la variable 
imaginaire x, et As, Au, Av, Aw , ... les accroissements simulfanes que 
regoivent ces memes fonctions, quand on attribue a la variable a; un 
accroissement infiniment petit, reel ou imaginaire, savoir Ax — i. Si 
la fonction s est la somme de toutes les autres, en sorte qu’on ait 

( 34 ) <5 1= -4- -h -H . . . , 

on trouvera successivement 

= Au -f- Ap •+• A(v 4- . . . 
ot 

As Au Ap Apc^ 

Ax Ax Ax Ax ' * ’ ’ 

puis on en conclura, en faisant converger Ax vers la limite zero, 
ds _ du dv dw 

^ ^ ' l[x dx^ dx^ dx ”*“■■■ 

et, par consequent, 

(36) ds = dit-¥dv->rdw-¥ 

Remarquons d’ailleurs que I’equation (35) peut etre presentee sous 
la forme 

( 37 ) s' = u' + v' -i- w' + 

Des equations (36) et (87), comparees a I’equation (34). il resulte 
que la differentielle ou la derivee de la somme de plusieurs fonctions 
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est la somnie do lours differontiellos ou do lours deriveos, dans lo cas 
memo oil la rariable a? devienl imaginaire. En partant do ce principe, 
on pourra evidemmont etendre au cas dont il s agit la plupart des for- 
mules etablies dans la seconde Logon. Ainsi, par exemple, on trou- 
vera, en designant par m un nombre entier, et par a,b, c, . . . ,q, r dos 
constantes imaginaires, 

(38) d{au + bv + cw ->r . . .) = adu-^ b ch' + cdiv-^..., 

(89) d{ax”‘+ba:>“-'^-i-...+ qx-^r) = [max’>^-'-Jr{m — i)ax”^-^+... + q]dx. 

Do plus, comme on aura generalement 
. .)) = !((«)) 

on en conclura, en different! ant, 




diu^HV. . .) 

dll dv 

div 

-4- - ^ 

-4- 



uw* . . 

u ^ V 


. . . 

et, par 

suite, 








/ du 

dv 

d^v \ 

(4o) 



1_ 

V 


On trouvera, 

en particulier. 




(40 

d(uo) 

rr u dv -I- p du, 

d{imv) = 

vw du 

+ ^vu dv -h uv d^v 


et 


,(ii\ j/ i\ I . .1 du 

d \ - I = a u-\ =-du -i-ud- = « — r> 

\(> J \ ^ J ^ f 


ou plus simplement 
(43) d 


mN pdu — u dv 

v) ~ v* 


De meme, comme, en supposant la partie reelle do « positive, et desi- 
gnant par k un nombre entier quelconque, on aura 

1 (( «<')) z= (’ rfc 2 A'tt y/— I , 


diW') 



-i-\udi’ 


on en conclura 
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et, par suile, 

( 43 ) du''= u'' (^du -\-\ud<^. 

Si, dans la formule (43). on remplace v par on trouvera, en suppo- 
sant toujours la partie reelle de u positive, 

( 44 ) dJ=J(^-iu^]. 

\uv J 

Enfin, si, dans les formules (43) et (44). on prend u = v = x, et si 

I’on suppose la partie reelle de x positive, elles donneront 

« 

^ I — Ij- - 

( 45 ) d.v‘^=it;^{i-{-lx)dx, dar^— — — — x^' dx. 

Nous ne pousserons pas plus loin ces calculs; et, pour terminer la 
douzieme Legon, nous dirons ici quelques mots sur les dilferentielles 
et les derivees du second ordre ou des ordres super! eurs, relatives aux 
fonctions d’une variable imaginaire. 

Comme une function y ou fix') de la variable imaginaire x a pour 
derivee et pour diflferentielle d’autres fonctions /'(a?) etf{x)dx dc 
cette meme variable, il est clair qu’on peut deduire de f{x) une mul- 
titude de fonctions nouvelles dont chacune soit la differentielle ou la 
derivee delaprecedente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme 
les derivees ou les differentielles des divers ordres de y ou f{x). On 
indique les derivees des divers ordres a I’aide des notations 

7 ". 7 ". 7 ^"’ 

OU 

nx\ fix), ftx) /<'‘)(^), 

et les differentielles des divers ordres de la function y a I’aide des 
notations 

dy, d'^y> «^® 7 » •••» '^“ 7 - 

Cela pos4, en raisonnant comme dans la troisieme Le?on, on obtiendra 
immediatement les formules 


dy = y' dx. 


d^y =r dx', d'y = 7* dx'. 


• * > 


d^y 
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qui subsistent dans le cas meme ou la variable indepcndante x et la 
differentielle dx deviennent imaginaires. De plus, on etendra sans 
peine au cas dont il s’agit les diverses formules etablies dans la troi- 
sieme Legon, par exemple les suivantes 

if" sitid? = sin(a: + d'^zosx = c,Oi{x + \nT:)dx’‘, 
d'^x'*=a (a — — rt-t- dx". 


et Ton trouvera encore, pour y = f{x 4 - a). 


yW — fW[x + a), 
pour y =/(ax). 


y(n)^ 


etc. 


-h a) 




t 
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RELATIONS QUl EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS d’uNE VARIABLE IMAGINAIRE X ET LEERS 
DERIVEES OU DIFFERENTIELLES DES divers OKDRES. DEVELOPPEMENTS DE CES FONCTIONS 
SUIVANT LES puissances ASCENDANTES DE OU DE LA DIFFERENCE X — DANS 
LAQUELLE a DESIGNE UNE VALEUR PARTICULIEKE DE X. 


Soient 

(1) x = p->rq\]~l 

uae variable imaginaire et {{x) une fonction de cette variable. Soit, 
en outre, 

( 2 ) r = \/p^+q^ 

le module de la variable x. La valeur de x pourra s’ecrire comme il 
suit 

(3) a; = /•(cosf 4- — i sinO, 

/ designant un arc reel; et, si, dans la fonction 

(4) = f[r(cosf -t- V'' — I sin^)], 

on considfere le module r comme seul variable, cette fonction pourra 
etre presentee sous la forme 

(3) ?('•)-!- V^x('‘)’ 

o(r), y (/-) designant deux fonctions reelles de r. Cela pose, si Ton 
differentie plusieurs fois de suite par rapport a r I’equation 

(6) f[/-^cosf -H sinf)] =(p(r) 5^(r), 

on ayant egard aux principes etablis dans la Leoon precedenle, on 

C. — S. II, t. IV. 36 
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trouvera 

I (cosf-t-v'"^ sinf) f[7-(cos«H-v'^ sini)] + x'i'’)’ 

(7) j (cost -h \/^ sintY {"[/‘(cost -h\/^ 7 J sin ()] — ep"(r) -h [/— I x"('‘)’ 

I 

ot generalement 

(S) (cos^ + v/ — 1 sini)" f(«)[7'(cosi + v^— 1 sini)] = +\/— ‘ x'" ’('’)> 

72 etant un nombre entier quelcongue. Concevons maintenant que Ics 
fonctions 

f(a7), .... 

♦ 

s’evanouissent toutes pour une valeur nulle de x, en sorte qu’on ait 


(9) f(0)=o, f'(o) = o, f(«-'Ho) = o. 

On tirera des formules (7), en y posant r= o, 


(10) 

i 

9(0) -t-\/^X(o) =0, 

9'(0) H-vCr 7 ^'(o) =0, 


\ 

q(«'-1)(o) -f- \/^I zz: 0 

puis on 

en conclura 


(n) 

9(0) = 0, 

9^(0) =:o, =: 

et 



(la) 

0 

II 

x'(o)=o z"'"‘’(o) = 


D’aiUeurs, si les fonctions 

(r 3 ) fU), f('0(,.y) 

sont continues, par rapport a x, dans le voisinage de la valeur x = Of 
les fonctions 


(^ 4 ) 


^ 
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seront elles-memes continues, par rapport a r, dans le voisinago 
de r = o; et la formule (9) de la page 3 ii donnera, au moins pour 
des valeurs de r positives, mais inferieures a une certaine limite k. 




0 ,, O2 etant deux nombres plus petits que I’uiiite. Par suite, I’equa- 
tion (6) donnera 

(i6) f[r(cosi H-\/~sinf)] = ^ + 'J— ‘ 


Pour que cette derniere formule subsiste cntre les limites r=o, 
r = k, il sulTit evidemment que, les fonctions (i 3 ) etant continues, 
par rapport a oc, dans le cas ou le module r reste compris cntre ces 
limites, le rapport 

f(^) _ ?(/•) + \/^ %(/•) 

?■»-<( cos «-i-v/—i siiii)””* 

s’evanouisse avec r. En effet, com-rae ce rapport est equivalent au 
produit 

r J 

(18) [cos(rt — i)f-i-v/^sin(« — |)«J ■+■ V'~I 

il ne pourra s’eyanouir pour une valeur nulle de r, a moins que cette 
valeur ne verifie la formule 


oir) 

ptl—l 


V- 




o 


et, par consequent, les deux conditions 


Or, si ces conditions setrouventverifiees pour r=o, elles entraineront 
les equations (ii) et (12) {voir la cinquieme et la sixi^me Le^on). 
Done alors les formulas (i 5 ) et, par suite, la formule (16) subsistc- 
ront entre les limites r = o, r = 
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Pour (JU6 la variablo a; devioiine infiniinGiitpotitG, il ost necessauc 
et il suffit que le module r soil lui-m^me infiniinent petit. Or on trou- 
vera, dans cette hypothese, en admettant que o<"*(o), x‘"^(o) con- 
servent des valeurs finies, et designant par </., ^ des quantiles infini- 
ment petites, 

(ig) <p(' 0 ( 7 -) = <y(«)(o) -l-«, = 

Par consequent la formule (i6) donnera 
^ f[r(cosf + i/^sinf)J 

D’ailleurs, on tirera de la formule (8), cn y posant /■ = o, 

(21} iB<“)(o) + == sini)'‘fi“>(o). 

Done, si Ton fait, pour plus de commodite, 

(as) l=y + — — (a + ^y/ITT) (cos/2f — sin«i)» 

(cosf-J-v— I sini^ 


on aura encore 


ou, ce qui revient au rnfime, 






1 , 2 . 3 . . , 




Dans cette derniere equation, I designe une nouvelle variable qui 
s’evanouit avec ar. On peut done enoncer la proposition suivante : 

Tiieoreme L — Supposons que, les fonctions (r3) etant continues, par 
rapport a x, darts le voisinage de la valeur particuliere x = o, s e^a- 
nouissent toutes apec x, excepte la derniere et que con- 

serpe une valeur finie. Alors, si Uon aUribue a x une valeur infiniment 
petite, on aura 
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I designant une expression imaginaire qui deviendra nulle en mSme 
lemps que la variable x. 

Dans le cas oil la variable a? reste reelle, I’equation (24) pent etre 
immediatement deduite de laformule (18) (page 33o). 

Soit maintenant /(x) une fonction de x, qui conserve une valeur 
finie, aussi bien que ses derivees d’un ordre inferieur ou egal a n, 
pour une valeur nulle de x; et supposons d’ailleurs que, pour des 
valeurs de x imaginaires ou de la forme 


r(cosf + v/— I sinf), 

Ics fonctions 

( 25 ) /(.*), 

restent continues entre les limites o et k du module r. Si, en conside- 
rant ce module comine seul variable, on designe par 9(r), */ (/■) deux 
fonctions reelles de r, prqpres k verifier Tequation 

(26) /[/•(cosf + v'^siaf)] = o(r) + 
on aura, pour une valeur entiere de m, 

/ (cos« + \/^sin«)"'/^"‘)[r(cosf + v/^ sin/)] 

(27) ! =o"»)(r) + \/:r 7 x^'«)(r), 

( (cos/ + J sin/)™/'"'Mo) = + 'J— 1 


D’autre part, la formule (8) de la huitieme Legon donnera, entre les 
limites r = o, r — k, 


(28) 


9(7-) = 9(0) -h 9'(o) + — <p^(o) +. . . 


r» 


+ TxrTTi^rro 


%('•) =Z(o)-+- 7 Z'(o) + l^X''(o)-i---- 
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0,, O 2 (lesignant deux nombres inferieurs a i’unite. Par suite, on lirera 
do I’equation (26) combinee avec la seconde des formules (27), 


(29) 


j /[r(cos« + v/— isiiii)] 

, r«-t(cos<f + v/^sinO"~‘ 
1.2.3.. .(/i-i) 

[o(»)(0jr) -t- I yj’^i 


1 . 2 . 3 . . . « 


Oil, ce qui revient au memo. 


fix) =/{o) + y/'(o) + ^fio)-^. . . 


(3o) 


*+■ 


/(«-!) ( 0 ) 


I. 2. 3. ..(« — !)• 

<35(n)(0j/-') y/ — 

I.Q.3.../J (cosi + v/ — 1 sini)^' 


II suit de la forinule (3o) que la fonction f{x) peut .etre considerec 
comme composee d’une fonction entiere de a?, saToir 

(31) /(0)4--/'(0)H-— /''(0)H-...H r/"‘-‘'(0) 

I ' i.a-' ^ 1 . 2.3. . . (rt — i) 

et d’un reste, savoir 

(32) aj" <s''‘>(dtr) +\/^ 

1.2.3. ../i (cosi + y/— I sin i)“ 

Lorsque ce reste decroit indefiniment pour des valeurs croissantcs du 
nombrc entier n, la serie 

(33) /(o), ^/'(o), ^/"(o), ... 


est convergente, et la somme de cette serie est precisemenl la fonc- 
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tion f{x), en sorte qu’on a 

( 34) fix) =f{o) + ^ /'(o) + /"(o) + . . . . 

L’equation (34) n’est que la formule de Maclaurin etendue au cas ou 
la variable x devient imaginaire. 

Concevons encore que, la lettre a designant une valeur particu- 
liere de la variable x, les fonctions (ao) conservent, pour x = a, 
une valeur finie et restent. continues tant que le module p de la dif- 
ference X — a demeure compris entre les limites o et^. Alors, si Ton 
fait 

(35) X — « = s rz p(cos'J -i- \/ — I siti'j), 

0 designant un arc reel, et 

(36) /(ct-4-5)=/[a-Hp(cosy-4-v/^sinv)] = #(p) -t-\/^X(p), 
on trouvera 


(cosy -t- V— I sin y )'"/('«) [a -h p(cosy -Hv/— * siny)] 

(37) =$("‘)(P)-hi/=4X<'»)(?), 

(cosy -H \/— I siny)”‘/<"’^(^i) = ®t'"-'(o) -i- \j — i X<”‘>(o). 
De plus, comme la formule (8) de la page 353 donnera 


0(p) =0(0) 2 $'(o) -(- -p- <b\o) 

I 1.2 


^ $0.-1) (o) + 1 0<'‘)(Sip), 

1 .2.3. . .(/e — I) 1.2.3.. ./I ^ 


X(p) - X(o) £ X'(o) + -f- X"(o) +. 

1 X « ^ n 


— ^p!_ ^ X('-‘)(o) + X(«)(9 jp), 

1.2.0. ..(« — l) 1.2.3.. ./I 


0,, Oj etant deux nombres inferieurs a I’unite, on tirera de I’equa 
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tion (3G), combinee avec la seconde des formules ( 37 ), 


I /[a -h p(eosu + \/^ sinu)] 

+ pCcos'j + ^-isinv )^,^^) ^ _ 


(39) 


-h 


p«-»(cosu + v/^sinu)" ‘ 

— [^<"> ( 01 P ) + ) ( 0, p )] 


ou, ce qui revient au meme. 




(ic — ay 


I .2 


/"(«)■ 


(4o) 




H” 


(x—a)"-' 


./c»-i)(a) 


i.2.3...(n — 1 )‘ 

(x — a)" $f”>(0ip) +\/— 1 X^"H0sP) 
1 . 2 . 3 . ../4 ( cos y 4 - v ^— I sin - j )'‘ 


En vertu de la formule (4o). la Ibnction /(cc) peut elre considerwo 
eomme composee dc la fonction entiere 


<40 


I /(«)■ 


(x — a)""‘ 


I . 2 . 3 . . .( ft — i ) 


/(»-*) (a), 


qui se trouve ordonnee suivantles puissances ascendantcs de x — a, 
et d’un reste represente par le produit 

( 43 ) {x~aY <&W(9.p) + v/^X(«)(0,p) 

1 . 2 . 3... ft (cosu + )/ — I sinu)'* 

Lorsque ce reste decroit indefiniment pour des valeurs croissantes du 
norabre entier n, la serie 

(43) /(«), i£^V"(«). ••• 




ou, ce qui revient au meme, 

(45) /(a -^z) =f(a) + i/'(a) + +•••■ 

i 

Si, dans cette derniere, on remplace a par a? ets par h, on obtiendra 
la suivante 

(46) /(» + h) —S{x) - 1 - */'(«;) -(- 

c’est-a-diro la forniule do Taylor etendue au cas ou la variable x et 
son accroissement h deviennent imaginaires. 

Lorsque, dans I’equation (4®), 1 g module p devient inhniment 
petit, le rapport 

p) + X<'">(^iP) 

(cosh -i- (/—I sinu)" 


differe Irfes peu du rapport 

^W(q)+\/=TX(-»>(o) 

(cosin-/^sinv)'' 

Done, si Ton pose alors 


(47) 


<|>oo(9.p) + XW(g,p) ^ 

(cosu -t- \/— I sinu)* 


I sera, ainsi que x-a, une expression imaginaire infiniment petite, 
et la formule (4®) donnera 
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puis on en conclura, en faisant a; — a = i, 


(49) 


/(a4-i)=/(a)+ j/'(a)-+-. 

ln-\ 


X.2.3. . .(« — l) 


/(»-!)(«) 


1 .2.3. . . n 


[/<»)(«) + !]. 


Si, dans I’equation (49)» on remplace a par x, on se trouvera imm6- 
diatement conduit a la proposition suivante : 

Th^or^me II. — Supposons que I’ on attribue a la variable x une valeur 
dans le voisinage de laquelle les fonctions (25) restent continues, et a la 
variable imaginaire i une. valeur infiniment petite. On aura 


(So) 


f{x-¥ i) =f{x) + -/'(«!)+.. . 


-H 


1.2.3.. .(« — l) 


- 1 - 




1 .2.3. . .n 


[/t»)(a?) + I], 


I designant une expression qui deviendra nulle en mime temps que i. 

Cette proposition comprend evidemment, comme cas particuliers, 
le premier theor^me et celui que nous allons enoncer. 

Ta^iORtME III. — Supposons que Von attribue d la variable imagi- 
naire X une valeur dans le voisinage de laquelle la fonction /(x) reste 
continue, ainsi que sa dirivde fix'), et d la variable imaginaire i une 
valeur infiniment petite. On aura 


(Si) /(® + 0=/(^) + i[/'(^) + I], 

I depant s’ epanouir apec i. 

Exemples. — Si Ton prend successivement pour f{x) les fonctions 

. 1 

e*, sina?, cbsa:, x*, xV-, lx, arclanga;, ..., 
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on tirera de la formule (5i) 


( 52 ) 

( 53 ) 

(54) 

( 55 ) 

( 56 ) 

(5?) 

( 58 ) 


sin {x -+- i) = sinar -t- «(eosj: + I), 
cos(a;-(- i) =cosa; — z(sina; — I), 

(x -h iy z= x^ -h i f — ^i + lY 
\, 2 ^" / 

{x+ £)!*=: j(/Jia;l^‘H- 1), 


1 {x ■+• i) = lx-^i(^-^ I^, 
arc tang (a; + i) = arc tangar ■+■ i + 1^, 


451 


Lorsque plusieurs termes de la suite 

(59) na), /"{a), f{.a), ... 

s’evanouissent, alors, en admettant que soit le premier de ceux 

qui different de zero, on tire de I’^quation ( 49 ) 

(60) /( g + 0 =/( « ) + ^ _ ^ _ 3" _ [/■">(«) + !]• 

On pent done encore enoncer la proposition suivante. 

Theor^:me IV. — Supposons que les fonctions (2^5), etant continues 
par rapport a x dans le voisinage de la valeur particuliire x = a, sem- 
nouissent toutes avec x — <3, excepte la premiire /(a?) et la derniere 
f^\x). Admettons en outre que f{x) etf%x) conseivent, pourx — o, 
des valeurs finies : alors, si Von attribue a la variable i une valeur 
niment petite, on aura, pour x = a, 

( 6 1 ) /(^ + 0 =/(^) + 1 . 2 . 3 . ^ 

I disignant urie expression imaginaire qui deviendra nuUe en mime 
temps que la variable i» 
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Concevons a presen t que, la variable x etant imaginaire, on nomme R 
le module de la fonction /(®)t on sorte qu’on ait 

( 62 ) /(«) = R(cosT 4 -/^ sinT), 

T designant un arc reel. Soient d’ailleurs AR, AT les accroissements 
que regoivent les quantites R, T, quand on attribue a la variable x 
Taccroissement infiniment petit 

(63) Aa; = j = p(cosu + \/^sinu). 

On fixera aisement, a I’aide des formules ( 5 i) ou (61), la valeur ap- 
prochee de AR. En elFet, on tirera de I’equation (62) 

(64) (R + AR) [cos(T + AT) + sin(T + AT)] =f{x + i)\ 

puis, en combinant cette dernifere avec la formule {Si), nommant R, 
le module de/(a:), et representanl par T,, a, ^ des quantites reelles 
propres i verifier les equations 

(65) /'(■») = Ri(cosTj+v/^sinTi), 

(66) l(cosu + /^sinu)=:a + |3\/^, 

on trouvera 

I (R + AR)[cos(T + AT) + v/=^sia(T + AT)] 

( = R(cosT + \/~i sinT) 4- p j R, [cos (u + T,) 4- sin (u 4- Ti)] 4- « + p \/ 

ou, ce qui revient au meme, 

(68) ^ ■*" + AT) =: RcosT 4- p[Ri cos(u 4- Ti) 4- «], 

( (R 4 - AR) sin (T 4- AT) = R sinT 4- p[Ri sin (v 4- T,) 4 - P]. 

De plus, si Ton combine entre elles, par voie d’addition, les for- 
mules (68), apres avoir elev6 chaque membre au carre, et en faisant, 
pour abreger, 

(69) y=2R(«cosT+psinT)+p[[R,cos(u4-T,)4-a]*4-[RiSin(v4-T.)4-p]‘}, 
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on en conclura 

( 70 ) (R + AR)*=R=4-p[2RRj cos(’j + Ti — T) + y]. 

Cela pose, comme les valeurs de a, y, d^terminees par les 
formules (66) et (69), seront infiniment petites, on tirera de 
I’equation (70), en extrayant les racines carrees positives des deux 
membres, ayant egard a la formule ( 55 ), et designant par S une 
quantite qui s’evanouisse avec le module p, 

(7j) R + AR = R + p[2RRi cos(o + Ti — T) + 7] + 5 ^. 

Dans cette derniere equation, qui suppose o, le produit 

[2RR, cos(u + Ti— T) 4-y]^^ 

differe tr^s peu du suivant 

Ri cos(u + Ti— T). 

» 

Done cette meme Equation pourra etre presentee sous la forme 

(72) AR — p[Rj cos(u Tj — T) ■4" wj, 

to designant encore une quantite infiniment petite; et par consequent, 
le produit 

(78) pRiCos(u + T, — T) 

sera la valeur approchee de I’accroissement AR, e’est-a-dire que le 
rapport de cet accroissement au produit (76) differera trfes peu de 
I’unite. On doit seulement excepter le cas oil Ton attribuerait a la 
variable sc une valeur qui rendrait nulle ou infinie Tun des deux 
modules R, R,, ou, ce qui revient au meme. Tune des deux func- 
tions /(a;), /'(«)• 

Supposons maintenant que, pour une valeur donn 4 e de sc, les 
functions 


( 74 ) 


/'{X), rix), ..., 



( 77 ) 
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s’evanouissenl, mais que f{x) obtiennent des valeurs finies 

dilFerentes de zero. Alors le produit (73) sera nul, ainsi que le mo- 
dule R( de f'(x). Mais, si Ton designe par \ le module de f^x), 
et par a, p des quantiles reelles propres a verifier les equations 

(75) /('»(a!)=R„(cosT„-t-\/^ sinT„), 

(76) l(cosu I sinu)“= a-f- p 1, 

on tirera des formulas (64) et (61), combinees entre elles, 

( R -f- AR) [ cos (T -h AT ) -h sin (T AT )] 

= R(cosT+ sinT) -1 ^ — }R„[cos(«u -t-T«) i sin(nu -i-T„)] + « + p \/- 


ou, ce qui revient au mfime, 


(78) 


(R + AR) cos (T 4- AT) = R cosT -) ^ — [R„ cos(nv T*) -t- a] , 

(R 4 - AR) sin (T -h AT) = R sin T -i- — [Rb sin ( no -t- T„ ) -(- P] ; 


puis, en substituant les Equations (78) aux equations (68), on ob- 
tiendra, au lieu des formules (69), (70), (72), de nouvelles formulas, 
.que Ton peut deduire des premibres en remplagant le module p par 

la fraction R par R«, et le binome u 4- T, par le binome 

nu 4- T,. Done, en supposant R“ > 0, et designant toujours par to une 
quantite infiniment petite, on aura 

(79) AR=.j-j-|^[R,cos(nu4-T„-T)4-u]. 

Par consequent, dans rbypothese admise, le produit 

l.r.?".;, cos(/iv4-T«-T) 

sera la valeur approchee de I’accroissement AR, e’est-k-dire que le 
rapport de cet accroissement au produit (80) difiPerera tres peu de 
I’unite. 
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Lorsque, pour une valeur donnee de cc, la fonction /(cc) s’evanouit 
avec son module R, et qu’en meme temps la premiere des func- 
tions (aS) qui dilfere de zero conserve une valeur finie, on tire des 
formulas (68) ou (78) : 1“ en supposant R, > o, 

I ARcos(T 4- AT) •=p[Ri cos(u - 1 - Ti) -I- «], 

I AR sin (T 4- AT) — p [Rj sin (u Ti ) -i- [ 3 ]; 

2° en supposant 

Ri = Rs= 7. . . = R„_, = 0 et R1>0, 

I ARcos(T4-AT)= ^ [R„cos(nu4-T„)4-a], 

(82) 

ARsm(T4-AT) = — [R„ sin («u 4- T„) 4- j 3 ]. . 

On en conclura, par des raisonnements semblables a ceux dont nous 
nous sommes servis plus haut, que I’accroissement AR du module R 
peut fitre, dans le premier cas, presents sous la forme 

(83) AR — p(Ri4-u)> 
et, dans le second cas, sous la forme 


( 84 ) 


AR = 


1.2.3. . .71 


(R« + “), 


CO designant, dans I’une et I’autre hypothfese, une quantite infiniment 
petite. 

Pour que I’accroissement de la variable x, savoir • 

\x = i = p(cosu 4- \/— I sino) 

soit infiniment-'petit, il est necessaire et il suffit que le module p de 
cet accroissement soit lui-m6me infiniment petit, I’arc u pouvant 
d’ailleurs etre une question finie quelconque. Or, si Ton determine 
cet arc de maniere b verifier I’equation 


(85) 


cos ( o 4 “ Tj — T ) — — I 
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ou bien la suivante 


( 86 ) 


cos(«u + T„— T) — I, 


ce qui aura lieu, par exemple, si Ton prend 

(87) u = 7iH-T — Ti, 

OU bien 


( 88 ) 


(2OTH-i)ir + T — T„ 
n 


m designant un nombre entier inferieur a n, on verra la formule (7a) 
se reduire a 


(89) . AR= — p(Ri — 0)), 

OU la formule (79) se reduire a 

(90) 


De plus, la valeur de Aa; donnee par I’^quation ( 63 ) prendra I’une 
des formes 


(91) 

(92) 


Ai» = p 


Aa? = — p[cos(T — Ti) -H (/— 1 sin(T — Ti)], 

( 2 /?2 i)7r H- T — / . ( 2 ^ -4- i)7r H- T — 

cos ^ -k-'J— 1 sin^ 

n ' n 


D’ailleurs, en* vertu de la formule (89) ou (90), I’accroissenoient AR 
du module R aura pour valeur approchee la quantite negative 

(93) -pRi 


ou 

( 94 ) 


P”R;» 

1.2.3. . .ft 


Done cet accroissement sera n^gatif, et Ton pourra enoncer la propo- 
sition suivante : 

Theor6me Y. — Supposons que les fonctions (aS) restent finies et con- 
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tinues dans le voisinage d’une valeur de x qui ne reduise pas la fonction. 
f{x) a siro. Faisons d’ailleurs 

/(^) = R(cosT -h v^— I sinX), 

et soil 

/('')(a7) = R„(cosTb-i- \]—i sinT«) 

le premier terme de la suite 

f{x), f{x), r{x), ... 

qui ne s’evanouisse pas pour la valeur donnie de x. Enfin, concevons qu£, 
p designant une quantite positive tris petite, on attribue a x un accroisse- 
ment Aa? ddtermind par la formule (91) ou par la formule (92), suivant 
qite I’ on aura n = 1 Dun'll. La valeur correspondante de AR sera niga- 
tive, cest-a-dire gue le module de 

deviendra, pour de tris petites valeurs de la quantite p, inferieur au 
module de f{x). 

Au reste, pour quo le module de f(^x -h Ao?) deTienne inferieur 
au module de f{x), il n’est pas necessaire de supposer la valeur 
de Aa: determinee par la formule (91) ou (92), et il suffit d’assigner 
a I’angle u, dans la formule ( 63 ), une valeur propre a rendre negatif 
le dernier facteur de I’expression (yS) ou (80), savoir 

cos(u-i-Ti — T) ou cos(/iu + T„ — T). 

Or c’est une condition qu’il est toujours facile de remplir, attendu 
que ce facteur change de signe, tandis que I’angle u reqoit un accrois- 

sement egal a it ou k ^ • 

En terminant cette Legon, nous ferons observer que, dans beau- 
coup de cas, les relations etablies par les formules (6), (36), ( 36 ) 
entre les fonctions designees par les lettres f, / et les fonctions 
reelles 9(7-), x{r), $(p)» X(p) continuent de subsister quand on 
remplace par — C’est, en efifet, ce qui aura generale- 

OEatresde C.— S. 11, t. IV. 
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ment lieu si la fonction t(x) ou /(x) se pr6sente sous forme reelle, 
c’est-a-dire si elle ne renferme pas dans son expression le signe \J— i- 
Ainsi, par exemple, si I’on prend pour /(oc) Tune des fonctions 
simples representees par les notations 

a 

a -h a — ax^ —5 x^^ Lx, 

X 

sin. 27 , cos.r. arcsine, arccos^r 

oil Tune des fonctions composees que Ton pent exprimer en combi- 
nant ces memes notations, I’equation (26), dans laquelle r designe le 
module de x, s un arc reel et <o(^r), x(0 deux fonctions reelles de r, 
entrainera gen6ralement la suivante : 

(95 ) /[r(cos/f — v^' sin f)] = ©(/•) —v/^X('')- 

On aura done alors 

( _ /[r(cost 4 - \/— I sinf)] + /[r(cost — i/— 1 sin?)] 

- 

(96 1 < et 

i . . _ /[r(cos« + \/ — I sini)] — /[r(cost — \/— i sin«)] 
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SUR LA RfiSOLDTION DBS fiQUATIONS ALGSBRIQUES ET TRANSCENDANTES. DSCOMPOSITIOK 
RES FONGTIOnS ENTifiRES EI$ FACTECBS R£ELS DO PREMIER OU DU SECOND DEGR£. 


A I’aide des principes etablis dans la treizieme Legon, on pent aise- 
ment demontrer la proposition suivante : 

Tn^ORfiME I. — Soit fix') une fonction de x qid reste finie et continue, 
ainsi que ses derivies des divers ordres, pour toutes les valeurs finks reelks 
OU imaginaires de x, et qui devienne toujours infiniment grande hrsque 
le module de la variable x devient infini. Supposons d’ailleurs que ks 
derivees de fix) ne puissent s’ evanouir toutes a la fois. II existera une 
ou pluskurs valeurs de x, rdelles ou imaginaires, et propres d vdrifier 
V dqualion 

(1) f{x) = o. 

Ddmonstration. — Soient r et R les modules de la variable x et de 
la fonction fix), en sorte qu’on ait generalement 

( 2 ) x = ri cos t + V''— ”i sin t) 
et 

(3) f{x) ■= /[r(cosf + I sinf j] = R(cosT + i sinX), 

t, T designant deux arcs reels. Comme, en vertu de Thypothese 
admise, la fonction fix) devra rester finie pour toutes les valeurs 
finies du module r et devenir toujours infiniment grande pour r = 00, 
il est clair que le module R remplira les memes conditions. II est aise 
d’en conclure que, parmi les valeurs de R, il en existera une plus 



460 


leqons sur le calcol differentiel. 

petite que toutes les autres, et correspondante a une ou plusieurs 
valeurs finies de J’ajoute que cette plus petite valeur de R sera 
precisement egale a zero; et. en effet. toutes les fois qu une valeur 
finie de x produira pour la fonction J{x) un module different de 
zero, on pourra, en vertu du theoreme V de la Logon precedente, 
attribuer a a; un accroissement infiniment petit ^sc, tel que le mo u e 
de devienne inferieur a celui de f(x). Done alors le 

module de/(ar) n’aura pas la plus petite valeur possible. Par con- 
sequent, forsque les conditions enoncees dans le theoreme I seront 
remplies, la plus petite valeur ie R sera nulle et les valeurs 6nies 
de ce qui correspondront a une valeur nulle de R verifieront I’equa- 

tion (i). 

Le tbeorbme I s’applique iramediatement aux fonctions entieres de 
la variable ic. En effet, soit fix) une fonction entiere du degre n, 
e’est-a-dire de la forme 

(4) /(^) = aoa;“-l- • .-H H- 

n designant un nombre entier, et ao> • ••» 

stantes reelles ou imaginaires dont la premifere ne pourra etre nulle. 
Cette fonction fix) restera finie et continue, ainsi que ses derivees 
des divers ordres, pour toutes les valeurs finies reelles ou imagi- 
naires de X, et sa derivee de Fordre n, savoir 

^5) = . . n.Co, 

sera constante, mais differente de z6ro. De plus, si I’on represente 
par po. •••» p« les modules des coefficients ao, a,, a„, et si Fon 

pose en consequence 

I ao = po (cosTo -I- \/ — I sinto), 

I a,r=p,(cosT,-i- V^sinTi), 

(o) \ 

1 

1 a!„ = p„(cosTa-+-\/^sinT„), 



QUATORZifiME LECON. 461 

on conclura de I’equation (4), combinee avec les formules ( 2 ), 

(3). (6). 

I R(cosT 4-\/^sinT) 

I =por"[cos(««4-T„) +y/— I sin(«« + T,)] 

( 7 ) < , , 

I . 4- Pi/'’'-* |COS[(« — i)f + T,] +v'~ I sin[(n — i)f + ri] j +. . . 

\ 4-p„(cosT„+\/^sinT„) 

on, ce qui revient au meme, 


( 8 ) 


^ RcOST = po/'"COS(/lt + To)4-pir'‘-* COS[(/l — l)f 4-Ti] + . . .H-pn COST;,, 
! R sitiT = po/’“ sin («f 4 -To) 4 -pir'*-‘ sin[(n — i)f 4 - 7 ,] + . . . + p„ sinT«. 


On trouvera par suite 

j R^= jpor® COS(«« + To)4-pir"“‘ COS[(ft — l)i-|-Tt] + . . .4-pa COST„}^ 

I 4- {por'*sin(rtf 4-'ro) 4-p,r"“‘ sin [(« — i)fH-T|] +.. .4-prtSinT„j= 
ou plus simplement 

, 0 ) I 2pop.COS(^4-To-Ti) ^ pf4-2poPiCOS(at + To-T,) ^ 


Or, si Ton attribue au module r de la variable x des valeurs infiniment 
grandes, le premier des deux facteurs, que renferme la valeur prece- 
dente de croitra indefiniment, tandis que le second s’approchera 
d’une limite finie et differente de zero, savoir de la quantite pj. Done 
la valeur de R* et sa racine carree ou le module R de 1^ fonction f(x) 
deviendront infinis ainsi que la fonction elle-meme. Done, en vertu 
du theoreme I, il existera une ou plusieurs valeurs reelles ou imagi- 
naires de x propres a verifier I’equation 

(i i) ao^'*+ (Zia;®-* 4- . . 4 - 4 - «»= 0 . 


On doit seulement excepter le cas ou Ton aurait 


■ ^ — 0 , y(^) — ®o, 

et dans lequel toutes les deriv6es de /(x) deviendraient nulles. 
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Soil maintenant Tune des yaleurs reelles ou imaginaires de x 
propres a verifier I’equation (ii). La fonction enti6re/(a;) sera divi- 
sible par le facteur lineaire x — x^, et, si Ton eflfectue la division, on 
obtiendra pour quotient une autre fonction entibre qui sera elle-meme 
divisible par un nouveau facteur. En continuant de la sorte, on fmira 
par decomposer la fonction f{x) du degre n en autant de fact-eurs du 
premier degre qu’il y a d’unites dans le nombre «. D’ailleurs, le pro- 
duit de ces facteurs ne deviendra jamais nul sans que I’un d’euK s eva- 
nouisse, et comme, en egalant chaque facteur a zero, on determinera 
une racine reelle ou imaginaire del’equation (r i), on pourra evidem- 
ment enoncer la proposition suivante : 

THtoatME II. — Quelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs itna- 
ginaires des constantes «,j, a,, . . . , I equation 

(11) + . .--h + a„=o 

a toujours n racines rielles ou imaginaires el nen saurait avoir un plus 
grand nombre. 

Lorsque la fonction f{x) cesse d’etre entiern, on pent encore, dans 
un grand nombre de cas, constater la possibilite de resoudre I’equa- 
tion (i) en s’appuyant sur I’un des theoremes que nous allons faire 
connaitre. 

Tffl 60 B.£ME III. — Soil f{x) une fonction de x qui reste Jinie et con- 
tinue, ainsi que ses derivies des divers ordres, pour toutes les valeurs finies 
reelles ou imaginaires de x, et supposons que ks denvies de f(^x') ne 
puissent s’ ivanouir toutes d la Jok. Soil de plus une fonction ddter- 

minee de I’ angle t, qui demeure non seulement continue, mak encore 
reelle et positive entre les limiles t = — u, t — et qui reprenne la 
mime valeur d ces deux limiles. Si, tandis que I’angk t varie entre les 
limites — it, -h it, le module de V expression 

( 12 ) /[(cosr-l- \/^ Sint) >1^(0] 


reste constarrment supirieur au moduk de /(o), on pourra en conclure 
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que V equation ( i ) admet une ou plusieurs racines reelles ou imaginaires 
el de la forme 

(•3) a: = 0(cos^4-\/— isin«)di(«), 

0 designant un nombre infdrieur a V unite. 

Demonstration. — En effet, si, dans la fonction 

/(^) = /[/'(cosi + y/— I siti<)J> 

on fait varier r t par degres insensibles entre les limites r= o, 
r — ^'(O’ t = — T^, i = Tc, on obtiendra pour cette fonction f{x) une 
infinite de valeurs dont Tune offrira un module plus petit que toutes 
les autres. Soient r^, t^ les valeurs de r et de z correspondantes a ce 
plus petit module, eta;„ lavaleur correspondante de x; r„ devra etre 
inferieur et non pas egal a Car, si Ton avail 

le module de I’expression 

(14) /(a;o) =/[(cos«o+V^sin<o)'Kio)] 

resterait, en vertu de I’hypothbse admise, superieur au module de 
/(o), c’est-a-dire au module qu’on obtient pour /(»■) en posant 
r = o, quel que soit t. J’ajoute que I’expression (i4) sera precise- 
ment nulle; et en effet, si le contraire arrivait, on pourrait, en vertu 
du theorfeme V de la Legon precedente, attribuer a la valeur 

(15) a;o=ro(cos«o-h sinio) 

de la variable x un accroissement infiniment petit i tel que le module 
de f{x^-\-i) devint inferieur a celui de f{xf). D’ailleurs, r^, etant 
inferieur a ^(^o)» etl’accroissement i etant tres peu different de zero, 
la valeur /{x^ + i) de f{x) serait encore Tune de celles qu’on obtient 
lorsqu’en fait varier r et « entre les limites r=o, r = t = — tl, 

1 — -K. Done, parmi ces dernieres valeurs, /(a;*) ne serait pas celle 



464 . 


LEgONS SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL. 

,ui offrirait le plus petit module. Done, toutes les fois que les con- 
ditions enoucies dans le theorfeme HI pourront elre rcmplies, 1 ex- 
pression (i4i s'evanouira ainsi que son module, et la raleur de m 
ci-dessus ddsiguto par m. yeriflera requation (.). Or cetle valour 
de m sera du nombre de celles que reprdsente la formule (,l 3), 
puisque le module r, sera compris entl-e les limites o et 

ScoUe. — Pour que le theoreme III subsiste, il n’est pas necessaire 
que la fonction designee par conserve la meme forme pour toutes 
les valeurs de t, Cette remarque fournit le moyeti de surmonter les 
difficultes que pourrait offrir Tapplication du theoreme a des cas par- 
ticulars. Supposons, pour fixer les idees, 

(16) f{x) = e=‘-x. 

On trouvera, dans cette hypothese, 

(17) /(0)=lr 

( RcosT = e''“*'cos(rsinf) — rcosi, 

1*9^ I R sin T = sin (r sin 0 — '' sin r, 

R5_ eS'-dos'— 2 /-e^'®*'cos(r sinf — «) -t-/'® 

et, par consequent, 

(3,) Rs>es '■•OS'— 2 re'’ 

puis on en conclura : i° en supposant 2 et cosf negatif, 

( 32 ) R>r — e'’«-*'>r — i>i,- 

• t • , 1 (r H- 1 ) 

2° en supposant cosi positif et superieur a — - > 

(23) R>e'’“'‘'— r>i. 

Soient maintenant N un nombre quelconque superieur a 2 et 


(24) 


V = arc cos — - 
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Si Ton veut que la valour de R, determinee par la formule (20) dans 

le cas oil Ton pose r = devienne superieure au module de f(o), 

e’est-a-dire a I’unite, pour toutes les valeurs de t renfermees : 1° entre 

les limites t = — -iz, f = — -ou bien entre les limites z = -> i = r:; 

3 2 

2° entre les limites iz= — u, z = u, il suffira de concovoir que, entre 
ces memes limites, la fonction se reduise a une quantite con- 
stante egale ou superieure au nombre N. D’autre part, si, en desi- 
gnant par n un nombre entier quelconque, on fixe la valeur de r, 
lorsque Tangle t reste positif, a Taide de Tequation 

(25) r sin^ — ^ ~ /ZTT 4- ~ 

2 


ou 


71 

/ITT H h ^ 

2 

Sill^ ’ 


et lorsque Tangle t devient negatif, a Taide de Tequation 

(26) rsin/ — (;i7r+-) ou /*= — — -r— ? 

^ ^ \ 2/ sin(— 

le module R, determine par la formule (20), surpassera evidemment 

le module r, et a plus forte raison le nombre ^ = 1,5707 Done le 

module R surpassera Tunite pour toutes les valeurs de t comprises 
entre les limites — tt, 4- 'll, si Ton determine la fonction 
maniere que Ton ait : i'’ entre les limites ^ — u, ^ = u, 


(27) 


^(0 = 


7U 

TZTT 4 h y 

2 

siny ‘ 


2° entre les limites t = u, it = tt — u. 


(28) 




/ITT 4 h- £ 

2 

sin^ ^ 


3 ° entre les limites ^ — (tt — u), ^ — u, 


(39) 


/ITT ■ 




2 


sin(— ^ 


QBuvres de C. — S. U, t. IV. 
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4“ entre les limitcs t = ~r., t = ou bien cntre los 

limitos f = — u, ^= 7 :, 


(3o) 


/it: H h t: - 

2 


sin(7r — ‘J) 


OTT 

/i t: H 

2 

sinv 


oL si dc plus on choisit le nombren de tello sorte quo la plus prlito 
cles valeurs dc '|(/) fournies par les equations (27), ( 3 o), savoir 


verifie la condition 
( 3 i) 


nit -I h 'J 

. 2 


sin'j 


/it: 


E 4- L> 
2 


Sin J 


>N. 


D’ailleurs, quoique la fonction ({/(O d^terminee par Ic systeme dos 
equations (ay), (28), (29), ( 3 o), change de forme avec la valour 
de elle reste non seulement finie et positive, mais encore continue 
cntre ces limitcs, e’est-a-dire qu’clle varie par degres insonsiblcs, 
tandis que Ton fait croitre ou decroitre I’aiigle i. Ajoutons qu’cllo 
reprend la meme valeur pour t — — Tt et pour r = u, et quo les deri- 
vees de savoir e®- i, e®, ne sauraient s’evanouir en memo 

temps. Done, en vertu du theoreme III, I’equation 

( 32 ) ff*— j:=:0 

adraet des racines ‘ reelles ou imaginaires, parmi lesquelles il en 
existe au moins une dont le module ne surpasse pas la plus grande 
des valeurs de fournies par les equations (27), (28), (29), ( 3 o). 
Si Ton prend N = 2, 1 ’equation (24) donnera 

1 3 

y = arc cos — = arc cos ( 0 , 549 3 o 6 . . . ) = 0 , 989 26 . . . , 

2 


et la condition ( 3 i) sera verifiee, meme lorsqu’on supposera n = o. 
Alors la plus grande des valeurs de determinccs par les for- 
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mules (27), (28), (29), (3o) sera 

3 ?: 


Done, parmi les racines de Tequalion (i), i] en exisle au moins une 

qui offre un module inferieur au nombre 4>455 

Ce qu’on vient de dire indique sufFisamment le parli qu’on peut 
lirer du theoreme 111 pour s’assurer qu’une equation transcendante 
admet des racines reellcs ou imaginaires, et pour decouvrir une 
limite superieure au plus petit de leurs modules. Parmi les equations, 
pour lesquelles I’existence d’une ou de plusieurs racines peut etre 
ainsi constatee, nous citerons encore les suivantes : 

(33) e-^4-ar“ = o, sinjr=:2, 

et 

(34) e~^=x, e~^=x^, — e“'®=sinj:', 

II serait d’ailleurs facile de reconnaitre que les equations (32) et (33) 
admettent seulement des racines imaginaires. 

Au reste, par des raisonnements serablables a ceux que nous avons 
employes pour etablir le theoreme III, on peut encore demontrer la 
proposition suivante. 

TnfiORtiME IV. — Soient 

(2) = r(cosi + \/— I sini) 

une variable imaginaire, r le module de cette variable, el 9(i), (|/(i) 
deux fonctions de t qui restent, non seulement continues, mais encore 
rdelles et positives, pour toutes les valeurs de t comprises entre / = /,, 
t = t. 2. Soit de plus 

(3) f{x)=f[r{ cos^ 4-\/— 1 sin^)] 


une fonction de x gin reste finie et continue, ainsi que ses dem^ees des 
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(livers ordres, enlre les limites 

(35) t — = 

el supposons qm jamais les dirivees def{x) ne s' evanomssent loiiles a la 
fois. Si ran peat choisir I’ angle x entre les hmites at le. module x 
entre les limites <];(?). de telle sorle que V expression (3) conserve 
toujours un module superieur d celui de 

(36) /[i.(cosr + v'^^sinT)], 

landis que Von fait varier r entre les limites q{t), aUnhuant 

a l Vune des valeurs i,, ou t enlre les limites t^, eii attnbuanl d r 
I’une des valeurs o{t), '^(t), Ve'quation (i) admeitra une ou plusieurs 
racines reelles ou imaginaires , correspondanies a des valeurs de r et de t 
comprises entre les limites (35). 

Scoliel. — Si, dans le theoreme qui precede, on reduitles angles t^, 
aux deux quantiles il devicndra necessairc de supposcr 

quo chacune des fonctions (^{t), <p(i) reprend la memo valeur pour 
/ — — r: ct pour ^ = tc. Si, dans cettc hypothese, on avail ^(0 ~ 
on se trouverait evidemment ramene au theoreme III. 

Scoliell. — Si, dans le theoreme IV, on reduit les fonctions <f{t), 
'l(^) a deux quantiles constantesr,, on obtiendra la nouvellc pro- 
position que je vais enoncer. 

Theoreme V. — Soil 

(2) j; = ;-(cosf sinf) 

une variable imaginaire dont r disigne le module. Soil de plus f{x) une 
fonction. de x qui reste Jinie et continue, ainsi que ses derivees des divers 
ordres, entre les limites 

( 37 ) r = ri, /' = /•»; t~ti, t — t^, 


el supposons que jamais les ddrivees de f{x) ne s’e'vanouissent toutes d la 
fois. Si Von pent choisir le module t entre les limites r, , et V angle x 
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cntre les limites / , , de telle sorte que la fonction 

(3) f[x) — /[/‘(cos/ -f- \J-~ I sin^)] 

conserve loujours iin module siiperieur d celiii de r expression (36), 
tandis que Von fait varier r entre les limites To, en attribuant a t 
V line des valeurs / , , ^o, out entre les limites t ,^ , ^2? attribuant d r Vune 
des valeurs r,, V equation (i) admeltra une ou plusieurs racines 

reelles ou imaginaii'es, correspondantes a des valeurs de t comprises entre 
les limites (37), 

On poarrait encore au Iheoreme V joindre la proposiLion suivantc, 
qui sc dcmontro aussi facilcment etdela menie manin’c que les tlieo- 
remes III et lY. 

TnEOrx^:xME VI. — Soient x une variable imaginaire, et q dewr va- 
riables reelles liees d la premiere par V equation 

( 38 ) x^p-^q\[^\. 

Soil de plus 

(39) /(•»)=/(/» + ? v^~) 

line fonction de x qui reste finie et continue^ ainsi que ses derivees des 
divers ordres, entre les limites 

(40) , p-==-pi^ P — P%\ = q = 

et siipposons que jamais les derivees de f{x) ne s evanouissent toutes d 
la fois. Si Von pent choisir la quanlite\ entre les limites p p^ et la 
quantite a entre les limites q^.q^^de telle sorte que la fonction (89) con- 
sej've toujours un module siiperieur d celui de V expression 

(40 

tandis qiie Von fait varier p entre les limites p.;. en attribuant a q 
Vune des valeurs q^, q,, ou q entre les limites y,, q^, en attribuant d p 
Vune des valeurs /?,, p^, V equation (i) admeltra une ou plusieurs 
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racines iniaginaires correspondanies a des valeurs de p et de (j comprises 
entre les limites (4o)- 

Lorsque I’equation (i) adniet des racines reellcs ou iinaginairos 
dont les modules sont tres considerables, les theoremcs IV ot \ 
peuvent sorvir a constater roxistence de ccs racines ct ii fournir 
des valeurs approchees. Pour donner la 2>i’euve dc cello assertion, 
posons de nouveau 

Alors a chaque racine de I’equation (i) correspondront des valours 
dc r ct de it propres a faire evanouir le module R determine par la for- 
mulc (20), ou, ce qui revient au meme, par la suivantc 

(42) R’=;[e''“®‘— /'coslrsini— [/-sinlrsinf — i)]*- 

De plus, la somme de deux carres no pouvant etre nulle qu’autant 
que chacun d’eux se reduit separement a zero, I’^uation R = o 
ontrainera les deux formules 

(43) r sin(rsinf— 0 = 0, e'''°®‘=rcos(rsint — i), 
que Ton pourra reduire a 

(44) /’sini— 2rt7i:, 

cn designant'par n un nombre enticr, et en observant quo, pour satis- 
faire a la seconde des formules (43), il est necessairc de supposcr le 
module r different de zero, et la quantile cos(/’sini — it) positive. 

Concevons mainlenant que Ton attribue au nombre ontier « et par 
suite au module r une tres grande valeur. Comme I’cxpression reelle 

Ir 

? 

r 

(jui admet un seul maximum correspondant a /' = e, decroit indefini- 
ment a partir de ce maximum, pour des valeurs croissantes dc r, 
cette expression, ou la valeur de cos^ tiree de la seconde des for- 
mules (44)> deviendra sensibicment nulle. Done Tangle t, compris 
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ciitre Ics limitcs — Ti, + z, differcra peu de ± et Ics formules (44) 
donneront a trcs peu pres 

1 (2/111 H - — ^ 

, , - . TT \ 2 / 

(4->) r = 2«7:H > COS^rr— 

3 7i 

2«7r H 

2 

Nous sonimcs done conduits a penser que, si I’equatiou (i) adinet 
dcs racines dont les modules soient tres considerables, ces racines 
corrospondront a des valeurs de r et de / peu dilferentes de celles que 
fournissent les equations (45). Or on constatera sans peine I’exis- 
tence des racines dont il s’agit a I’aide du theoremc V, en operant 
commo il suit. 

Supposons, pour fixer les idees, Tangle t positif. Alors, si Ton 
designe par t et par -r les valeurs de r et do i que fournissent les 
equations (45), on aura 

TT 

(46) = — ) T = arccos 

2 /2 7t - 

2 

On trouvera par suite 

(4,) t, 

et Ton tirera de Tequation ( 20 ), en prenantr = v , t = v, 

(48) R- = i .*[2 — 2 cos(t sinr — t)] =• 4«-“ siiT 



ou, ce qui revient au meme. 



D’ailleurs, pour de tres grandes valeurs du nonibre ontier n, cos-: 
acquerra unc valeur numerique tres petite, ainsi que la difference 
^ — v, et Ton pourra en dire autant, non seulement du produit 
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mais encore des deux expressions 


(50 

(□ 2 ) 


TT 

tsiar — 2 / 271 = - 


t COS^T 

I -f- silir 


sin 

2 


z=2±: sin 



t COS-T \ 


[2(2 

I 4 “ siiiT/ 

- 


Done la valeur de -» tiree de Tequalion (49), sera sensiblcment niille. 
Faisons maintenant 

( 53 ) r=:s: + J/, COS f = (i — p) COST. 

Soient do plus r„ r.„ t„h tes valours quo prennent les variables r ol t 
quand on pose successivement 

« rz: — Tr, 2 / = 71 , r = — I , V:=^i; 


en sorte qu’on ait 

(54) /•irrt^TT, 

et 

(55) COS^J=2COST, 
ou, ce qui revient au nieme, 


t -h 7 r 




(56) 


zz arc cos > 


2 1 2 n 7 r ■ 


?) 


t,— 

2 


2 n'n- 


Le module sera evidemment compris entre les modules r,, ct 
I’angle t; entre les limites 0 , t,. Or, si Ton renferme la valeur do u 
entre les limites —-k, -h-x, on firera de la formule(2i) : 1° en sup- 


( 5 ?) 



‘+- , 



~ > 

( 3/27tH ) — ( * -1 ) 


L\ \ 


2° en supposant t = ts — 


- 

2 


/R\’ / «-i 

- > ( H 

\x J \ t 


( 58 ) 
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D’autre part, si Ton renferme la valeur de v entre les limites — i, 
-I- 1, cn attribiiant a u Tune des valeurs — ir, + u, la quantitc 


(59) 


r sin t — 


rcos^i 
n- sin f 


= (2/1 rp i)ir + 


7t 

2 


— t — 



tCOS^T 
I + sinf 


differera trfes peu de (a/iqr i)^; par suite, cos(rsini — t) differera 
tres peu de — i, et Ton tirera de la formule (20) 


(60) 

(61) 


R»>7S 


Enfin il est clair que, les nombres n et i etant trfes considerables, 
toute valeur de propre a verifier Tune des conditions (57), ( 58 ), 
(61), sera ou tr'es grande ou peu differente de I’unite, et par conse- 
quent sup6rieure a la valeur de ^ tiree de I’equation ( 49 )' Done 
I’equation ( 48 ) fournira une valeur de R inf^rieure a toutes celles 
qui verifient les formules (57), ( 58 ), (61), et Ton pourra conclure 
du theoreme V que r6quation (82) admet des racines qui corres- 
pondent a des valours de r comprises entre les limites ( 54 ) et a des 
valeurs de t comprises entre les limites ( 56 ). 

Au reste, pour arriver a la conclusion qui precede, il n’est pas 
necessaire d’attribuer au nombre n des valeurs tres considerables, 
et il suffit meme de prendre pour n un nombre entier quelcorique 
different de z6ro. Effectivement, si Ton suppose n = 1, on tirera des 
equations (46) et (49) 


(62) 1: = ^ = 7,85398. . T= (0,88095. . .)^ =i,3o526. . ., 


R . tsinT — T . 6,27346... 

(63) — = 2 sm = 2 sin ^ =0,00972...; 


tandis que les formules (67), ( 58 ) donneront, pour des valeurs de u 

QJCuvres de C. — S. 11, t.IV. 6o 
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renfermees entre les liraites —t:, h- it, 



D’ailleurs, si, en attribuant it r la valeur — t: — — » on fail varier 
I’angle t entre les li mites 

TT TT 

(66) «i = arc cos(3COSt) = ( 0 , 6482 . . 


la difference 


r sin l — t. 


dont les maxima et minima correspondent a des valours nulles de 
rcosf — I, croitra depuis jusqu’a i = arccos ^ = arc cos^» 

et d^croitra ensuite depuis cette derni^re valeur de t jusqu’a l = 
Done elle restera comprise entre la plus petite des quantiles 

(67) rsin-t,— ^1= (0*9526.. .) 7 t, rsinfj— 

qui surpassent I’une et I’autre et la quantite 

(68) ' \/r“— 1 —arc cos^ = (1,0389. • 


qui est inferieure a Done cos(rsinz — t) sera negatif, et la for- 
mule (20) entrainera encore la condition (61), de laquelle on tirera 


e’est-ik-dire 

(69) 



R 


>0,6. 


5 TT 7 TT r* ' 

De mSme, si, en attribuant it r la valeur h it = on fait varier 

2 2 

Tangle t entre les limites (66), la difference rsinf — t restera com- 
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prise entre la plus petite des quantites 

( 70 ) /•sin^l— fi = (2,6549...)ir, /•sinf, — fj=3ir, 

qui surpassent Tune et I’autre et la quantite 


(70 


v//-s— J 


• arc cos - 
r 


(3,oi46. . .) t ,. 


qui est inferieure a Done cos (r sin i — z) sera toujours negatif, et 
la formule (20) entrainera la condition (61), de laquelle on tirera 

R ^ TC 2 

— 

t t 5 

OU 


(72) 


R>i, 4 . 


Cela pos6, puisque la valeur de R, donn6e par la formule (63), reste 
inferieure a toutes celles qui verifient les conditions (64). (65), 
(69), (72), il est clair que I’equation (82) admettra au moins une 
racine dont le module sera compris entre les limites 


(73) 


57r 

2 


Stt 


r= 4,71288. . . 


et 


)7r 77r 

-- + 7: = ^ =10,99557. 


D’autre part, si Ton suppose n = 2 ou /i>2, on tirera des for- 
mules (46) et ( 5 o) 


( 74 ) COST < 0 , 1 8736 . . !:COS®T^O,4962. . 1 -h siOTJ 1,9322. . . 


et, par suite, 

(75) - ^0,094. , 


1 

2 


fcCOS-r 

j -h sinr 


<0,125. 


puis on conclura des formules (49) et ( 52 ) 

T> 

( 76 ) — < 2 sin(o,i25. . .)< 2(0,125. . .) <o,25o 


Or, dans la m^me hypothese, les formules (57), (58) donneront, pour 
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des valeurs de u renfermees entre les limites — u, + it, 


ill) 

(78) 


R 


> 




9/ 


R 2 TT -h r 

->I ^>0,707. 

t 9 


De plus, tandis que, dans la formule (Sq), on fera varier entre les 
limites — 1, h- r, la somme des quantites 




t C OS^T 
sin« 


demeurera inferieure a celle des quantites 


(79) 


!E, (i 4- 2)4 (o. 8 or 5 . . .)f, 

a \ 9/ i + yi — 4 cos-t 


et par consequent au nombre v. Done, la difference entre I’exprcs- 
sion rsini — i et le produit (anrpi)?: sera comprise entre les 

limites -> - — % — — et, comme on aura par suite 
2 2 2 

cos(rsin^ — <0, 


la formule (20) entrainera encore la condition (61), de laquelle on 
tirera 

R 2 

(80) ->i-->o,777.... 

Enfin, puisque la valeur de t, tir6e de la formule (76), reste infe- 
rieure k toutes celles qui verifient les conditions (77), (7^)' (^o)> 
nous pourrons affirmer que I’equation ( 32 ) admet au moins unc 
racine de la forme 

ae = r(cost -t- sinf). 


le module r etant compris entre les limites 
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et Tangle t entre les limites 


(82) 


arc cos 


2 1 f 2n7T -H — 



S/iTTH 

2 


2 
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Lorsque la fonction /(a?) se presente . sous forme r^elle, I’equa- 
tion (26) de la Legon precedente entraine generalement la for- 
mule (94) de la meme Legon. Done alors, si Ton pose 

(83) /[r(cos<5 + v/— r sini)] =: R(cosT - 1 - sinT), 

R designant une quantite positive et T un arc reel, on en conclura 


(84) /[/•(cosi — v/— I sini)] = R(cosT — v/^ sinT). 

Cela pos 6 , comme les deux expressions ( 83 ), (84) s’evanouissenttou- 
jours simultanement quand le module R devient nul, et ne peuvent 
s’evanouir dans le cas contraire, il est clair que, dans I’hypothese 
dont il s’agit, r 4 quation (i) ne pourra offrir une racine imaginaire 
de la forme 

X = /"(cosi * 1 - \/ — I sini), 

sans offrir en meme temps une racine imaginaire, conjuguee a la pre- 
miere, et de la forme 

x = /•(cosf — I sinf). 


Il est bon toutefois d’observer que ces deux racines imaginaires de 
requation (i) se reduiraient a une seule racine reelle, positive ou 
negative, si Ton avait f = o ou f = ± u. 

De ce qu’on vient de dire, il r 6 sulte que, si la fonction /(a?) se 
presente sous forme reelle, les racines imaginaires de I’equation (i), 
combinees deux a deux, seront conjuguees entre elles, e’est-a-dire de 
la forme 

(85) a; = r(cosf-l-V'— I sini), ;»= r(eosf — v /— 1 sini), 
et oflfriront le meme module r. C’est ce qui arrive en particulier lors- 
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qu’on prend poury’(a?) une fonction entiere ou I’une des fonctions 

transcendantes 

(86) e®— ic, x — er^, a;*— e-», .... 

Si, pour fixer les idees, on pose 

f{x)~e^ — x, 

I’equation (i), reduite a la formule ( 32 ), n’admettra evidemment que 
des racines imaginaires. En effet, cc etant reel, la difference 

ef^—x 

ne pourrait s’evanouir que pour des valeurs positives do x, et pour 
de semblables valeurs on a evidemment 

x<,e^<.i-hcc-\ h . . . . 

1.2 

D’ailieurs on a prouve ci-dessus que, la lettre n designant un nombrc 
entier quelconque, I’equation ( 32 ) admet toujours une racine imagi- 
naire de la forme 

X — r(cos« + y/— 1 sin^), 

le module r etant compris entre les limites (8i), et Tangle L entre les 
limites (82). Done cette Equation admettra encore une autre racine 
de la meme forme, et dans laquelle le module r restera compris entre 
les limites (81), Tangle t etant renferme entre les suivantes : 



2 n 7: H 

2 


Lorsque les conditions enoncees dans Tun des theoremes I, III ou 
IV et V se trouvent remplies, il devient facile de resoudre par approxi- 
mation Tequation (i). Pour y parvenir, on considerera zero ou Tex- 
pression imaginaire 


t(cosTH- y/ — I sinr) 



QUATORZifeME LEQON. W9 

comme une premiere valeur approcliee de Tune des racines de Tequa- 
tion (i); puis on supposera, dans la formule (91) ou (92) de la trei- 
zieme Legon, x egal a zero ou au produit 

t ( cos T -H \j— I sinr), 

et le nombre p assez petit pour que le module de f{x + Aa?) devienne 
inferieur au module R de fix')- Cela pose, I’expression imaginaire 

X 4 - kx 

pourra 6tre regardee comme une seconde valeur approchee de la 
racine que Ton cherche. Or reparation par laquelle on aura deduit 
cette seconde valeur de la premifere, etant plusieurs fois repet^e, 
fournira une troisieme, une quatribme, . . . valeur approchee. Soient 
maintenant 

( 88 ) Xi, x^, X 3 , ... 

les premiere, seconde, troisieme, ... valeurs approchees de la racine 
dont il s’agit. Tandis que les modules des expressions 

(89) /(^s), /(^»)» ••• 

deviendront de plus en plus petits, les termes de la serie (88) con- 
vergeront vers une certaine limite qui sera uecessairementune valeur 
finie de x prbpre a verifier I’equation (i). 

II est bon de rappeler que, dans les formules (91) et (92) de la 
Lecon prbcedente, T, T,, ..., T„ designent des angles reels qui sont 
determines, avec les modules R, R,, . . . , R«, par les equations 

/ f(x) =R (cosT 4 -\/^siDT ), 

. . ] f'{x) =:R,(cosT4-i-v/^sinT,), 

(90) { 

( = R„(cosT„ 4- sinT„). 

Si la premiere valeur approchee de a; est telle, que la quantite R 
soit trbs petite et la quantity R, sensiblement differente de zero. 
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alors, pour rendre le module de /(ic + Aa?) inferieur au module 

R 

de f{x), il suffira ordinairement de poser p = ^ tlans la for- 
mule (91) de la treizi^me Le?on ou, en d’autres termes, il suffira 
de prendre 


A R(cosT4-\/=T-siDT) __ f{x) 

RiUosT + v^sinT,) /'(•»)' 


(91) 

EfiFectivement, soient 

(2) i5; = /-(cosiH-v/— I sinf) 

la premiere valeur approchee de x; 

(92) Aa?=3p(cosu + \/^sinu) 

un accroissement arbitraire attribue a cette premiere valeur, et $(p), 
X(p) les fonctions reelles du module p qui verifient I’^quation 

(93) f[r{ cosi + v(— I sinf) + p(cosii + sinu)] = 4 ‘(p) + \/— i X(p), 

dans le cas oil Ton considfere ce module comme seul variable. On 
tirera de la formule (Sg) de la treizieme Leeon, en faisant n = i, et 
designant par G,, Og des nombres inferieurs a I’unit^, 

/[r(cos^ + y/— I sinr) + p(cosuH-\/^ sinu)] 

=/[r(cos t -h \/— I sinf)] 

+ p(cosu + \/^ sinu)/'[r(cos« + \/^ si'nf)] 

+ Jp'[4*"(0ip)+V^X«^(0,p)], 


(94) 


OU, ce qui revient au meme, 

/(« + Aa?) 

(gS) I + sinl) 4-pR,[cos(u + Ti) + \/— I sin(u 4- Tj)] 

+ ^P’[^"(e>P) + V'=^X"(0sp)]; 


puis, en supposant 
( 9 ®) p: 


R 

ib’ 


u = TT 4 - T — T, 
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et, par consequent, 

A /_ I . \ RTcosT -h \l — I siiiX) 

Aa? — p( cosu + 'J— I sinu ) = " ^ 

R,(cosT, + \/-i siiiT,) 

on trouvera 


/(•^) 




(97) 


X"(5,p)] 


De plus, en differentiant deux fois par rapport a p la formule (gd), et 
posant ensuite p = o, on en conclura 


a*‘'(p) + \/-iX"(p) 

= (cos’j sinu)’'/‘'[r(cosi + ^— I sini) -h p(coS’j -i- i sin-j 


et 


(99) 


I <t"(o) H- y/— 1 X"(o) = (cosv + \/— I sinu)* /"[;■( cos # + i sini)] 

[ = R2[cos(2u + Ts) + v/^i sin{ 2 u +Ts)]. 


D’ailleurs, le rapport ^ etant trfes petit en vertu de I’hypothese ad- 
mise, le dernier membre de la formule (97) differera generalement 
tres peu du produit 


J || [*"( 0 ) + ‘ X"(o)] = ^ [C0S(2U ■ 


R*R, 


•T 2 ) + s/— I sin( 2 -j +T 2 )]. 


Done le module de f{x + Aa?) differera generalement tres peu de la 
quantite 


(too) 


1 R=R2 _ RjR„ 

2 R? ~ 3Rf ^ 


qui sera elle-meme trfes petite par rapport a R, du moins loi‘sque le 
module Rs conservera une valeur finie. 

Pour montrer une application des principes ci-dessus 6tablis, con- 
cevons que, I’equation (i) dtant reduite a la formule (Sa), on veuille 
determiner, parmi les racines de cette Equation Tune de cellos qui 

OEuvres de C. — S. It, 1. -IV . 
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offrent un module infei'icur au nombre 4 > 453 - . . (t'ojrlcs pages 467 
et 478). Alors on aura 

(101) f{x)=e^ — X, /'(a?) = e® — i, f"(x)'=zf^(x)—...~e-^, 

ot, en prenant zero pour la premiere valeur approche^ de la raeine 
cherchee, on trouvera 

( 102 ) Ao) = i, /"(o)=i. 

Par suite les formules (90) donneront, pour une valour nulle do x, 

^ T o 3 ) R — I ) R 1 — 0, R2 ~ r j 1 “ T 2 — * ? 

puis, en reduisant, dans la formula (92) de la LcQon preccdeate, 
71 a 2, et 2TO -M a I ou a 3 , on en tirera successivemcnt 

(lo 4 ) \x = p\l—l, 

En cons^uence, la seconde valeur approchee do la raeine cherchee 
sera 


(io5) .r A j” = p I oil x + Lx = ~^\f—i, 

p etant assez petit pour que le module de I’expression 


(ro6) 

savoir 

(107) 


/(a; -h Ajc) = cosp — (p — sinp ) y''— i 
ou 

/(x + Aa;) = cosp -t- (p — sinp) v^— i, 


1 

(i — 2psinpH-p*)% 


devienne inferieur au module de /(«), e’est-a-dire a I’unite. Or cett(‘ 
condition sera evidemment remplie, si Ton prend p< attendu que, 
dans ce cas, on aura toujours sinp> Supposons, pour fixer los 
idees, p = -• Alors le module (107) se trouvera reduit a 



QUATOfiZifeME LECON. 
et la premiere des formules (io 5 ) a 

(109) a; + Ax=^V^ = (i,5707...)V-'- 

Si maintenant on prend 

(no) a' = ;-(cosi-i-)/-isin/)=:^V^-i, 

on Irouvera 

/ — 

f[x) = e^^ -I =i-t + \/-i, 

(112) r--, t--, 

(11 3 ) R = ^-i, Ri=v' 2 . '^=“ 3 ’ 

et les formules (91). (96) donneront 

(114) Aa? = p(cosu + \/— isinu)=:^^-^(i-V^-0> 

(115) p = ^=o,4o36..., u=-^=-o,7583..., 

de sorte qu’on aura 

(116) trH-Aa:= =0,28539. .. + (1,28589 .. .)V~ ’■ 

D’ailleurs, en posant f'{x) = e", on tirera de I’^quation (98) 

1 ®"(p) + V^iX'(p) ^ 

j — g''co 5 /+pcosy|^(»QS(^ sin^ -h p sinu + 2u) + \/— i sin(/’ siiW 4 - p sinu + 211 )J. 

Par suite, la formule (97) donnera 

f[x + ^x) 

' - 1 p!e«o.<[ee,p»»ucos(r sinf + Sipsino + 2u) +««.P“"sin(rsinr + 9sp sinvH- 2 'j) 
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et, comme, en vertu do celte dorniere, le module dc f(oc-j-Ax) sera 
evidemment, pour des valeurs positives de cosu, inferieur au produit 

(no) pSe/TOSi-f-pcOS'J^ 


on pent affirmer qu’a la valeur de a? + Aa? fournie par [’equation (i i6) 
correspondra un module de /(^oc -+- Aa?) inferieur a la quantite 


(l30) 




i. 

= 0,2167. . . 


ct, par consequent, au module 


R = 2 — I =r 0,5707 

C’est, au reste, ce dont il est facile de s’assurer dircctement. Car., en 

posant ’ 

,r -4- Air = 0 , 28539 ... + (1,28539,..) V^~ * > 

on trouvera 

(121) /(J7 + Air) = (jj +Aj;) = 0,0890. . . —(0,0089. . .) y/— i 


et, par suite, 

(122) R + AR = [(0,0890. . .)*+ (0,0089. ..)“]■* = 0,089 1 

Done on pourra prendre I’expression imaginairc 
0,38539. . . + 1,28539. . .\J — I 

pour la troisieme valeur approchee de la racine qu’il s’agissait d’ob- 
tenir. Enfin, si Ton se sertde I’equation (91) pour deduiro une qua- 
trieme valeur' approchee de la troisieme, puis une cinquieme de la 
quatrieme, etc., et si Ton designe par a;,, iCj, 1X3, oPg, ... ces 
jiverses valeurs approchees, en y comprenant celles que nous avons 
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deja calculees, on aura 

a?i = o, 

a;j=(i,5707...)v/^, 

— — ==0,2853. . . + (i,2833. . .)\l— t, 

Xi=x^— =o,3i83. . . + (i,3388. . .) /— i, 

x^—x^— =o, 3 i 8 i . . . + ( 1 , 3872 . . .)\/— i. 


tanclis que les modules des expressions imaginaires 

/(«a). fix,,), fix^), ••• 
tbrmerontla serie decroissante 

(124) I, 0,5707..., 0,0891..., 0,0028..., 0,0000,.., ...; 

et, comme les valeurs de x.^, x^, ne differeront pas I’une de I’autre 
quand on se contentera de pousser I’approximation jusqu’aux deci- 
mals du quatrieme ordre, nous sommes conduits a penser que la 
formule 

(125) J? := 0,3l8l + (1,3372) I 

offrira la racine cherchee de I’equation (82) avec une exactitude qui 
s’etendra dans chaque terme jusqu’a la quatrieme decimale. Au reste, 
pour lever toute incertitude a cet egard, il suffira de recourir au theo- 
rfeme VI et de suivre la methode que nous allons indiquer. 

Si, dans la function f{x) = ^ — x,^ on pose 

(38) a; z= p -\r q 

et 



(126) 


p = o, 3 i 8 i + a, 


q = 1,3372 + ( 3 , 
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on trouvera 

(127) ) =(o, 3181695. .. + 1, 3371818. ..v'^)e“(cosl 3 + v^sinj 3 ) 

I — [o, 3 i 8 n- a H- (1,3372 + P)v/—i]' 


Faisons d’ailleurs 

(128) a + P\/^ = p(cosu + V'^— ' 

p designant le module de f{^), et soicnt 0,, G3 deux norabres infe- 
rieurs a I’unite. En rempla^ant, dans I’equation (12) de la huitieinc 
Le?on, icpar p, /(£c)par eP°“”cos(psinu) 011 par sin (p sin u), 
et 0 par 9 , ou par 63, on en tirera 


(129) 


/ e“cos{ 3 ~eP‘=°®’‘^cos(psinu) 

I |~^p(cosU-4-v/^8Tnu) ^ ^p(cosl)-"v/-lstnu)j 

2 

p2 

= i-hpcos'j H- cos(2’j -H 5 ip siri'j), 

e*sin {3 3 :eP''°»'^sin(psiny) 

^ |^^p(cos'J-4-y/^sinu) (cosu — y/- 1 9inu)j| 

2 \l— i 

pi 

=r p sin ’j 4- ^ cosy sin ( 2 u 4- 02 p sin v ) 


oil, ce qui revientau meme, 


(i 3 o) 


(?“COS(3~ I 4-^4- ^(a®4-|3^)A“COS(2y 4-0 i(3), 

e'^sin (3 — [3 4- ( 32 )eM sin (21; 4 - 02|3). 

2 


Done, en posant, pour abreger. 


(. 3 i) 


( 0,3000695. . . — o, 68 i 83 o 4 . . .« — 1,3371818. . .p — jH, 

( —0,0000181.. 1,3371818.. .a — o, 68 i 83 o 4 . . 


/ 0£^ 1 

I — ^ [0, 3181695,.. cos(2u 4 - 01 P)— 1, 3371818... Aasin(2u-h 02(3)] 

i 32 ) ^ 

J a® 4 - 

I — ,3371818. . .e®i<*cos(2y 4-0 iP)4-o,3i8i 695. . .e® 3 “sin( 2 Li 02^)] 



(i35) 


QUATORZifiME LECON. 
on pourra reduire la formiile (127) a 
(i33) f^P "t" ? \/ — i) — X y + (i)'> ■+" 0 ) * • 

Soient maintcnant 

R, s 

les modules des expressions imaginaires 

en sorte qu’on ait, non sculement 

(,34) /(ar)=/(/)+5fs/^) = R(cosT + v'^sinT), 

mais encore 

X + =^(cosS + V^ siiic), 

y + 3 s(cosM + \/^sinw), 

e et CO designant des arcs reels. L’equation (i 33 ) donnera 
(i36) RoosT = ^cos5 + scosco, RsinT = £«. sinS - 1 - s sinw; 
et le carre du module R, determine par la formule 

2 ^gcos(S *— co) -f- 5 % 

restera evidemment compris entre les limites 

(,38) (^ — s)% (.Sl-i-s)®. 

Done le module R sera lui-meme compris entre les limites 

(,3g) A— s, A-hs, 

si Ton a ? < A, et entre les limites 

(140) s — A, g + A, 

si Ton a ? >• A ; d’ou il est aise de conclu.re que la diflerence 

(141) 

offrira, dans tous les cas, une valeur numerique inferieure a ?. 
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part, si Ton attribue aux quantites a, [5 des valeurs positives qui no 
surpassent pas o,oooi, les valeurs correspondantes de y, S, tiroes 
des formulos (i 32 ), resteront comprises entre Ics limites 


— 0 , 00000002, 4- o , 00000002, 

et par consequent le module 
( i 42 ) i = 

restera inferieur a 

(0,00000002) \/2 < o,ooooooo 3 . 


Done alors le module R ne pourra differer du module Ji quo par le 
huitieme chiffre decimal. Or le module 


(i 43 ) ^ = 

s’evanouira si Ton prend 


(•44) 


I o,oooo 6 g 5 . . . — 0 , 68 i 83 o 4 . — i, 3871818 . ..(3 = A>=o, 
( — 0,0000181. . .4- 1 ,3371818. . .a — o, 68 i 83 o 4 . . .(3 = ilSt = 0 


ou, ce qui revient au meme, 

(• 45 ) a = 0,0000817 . . (3 = 0,0000357 

Mais, si Ton attribue a la variable a Tune des valeurs 
(•46) « = o, 

(•47) « = 0,0001, 

eii supposapt p compris entre les limites 

(• 48 ) |3 = o, 

(•49) ■ P = 0,0001, 


OU a la variable P une des valeurs ( 148 ), (i49)> en supposant a com- 
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pris entre les limites (i 46 ), (• 47 )> le module ^i, reduit a Tune des 
formes 

(i 5 o) iA = [(0,0000695. . 1,3371818. . .( 3 )® + (0,0000181 . . .+ o, 68 i 83 o 4 . - 

(i. 5 i) A = [(0,0000014. . .— 1,3371818. ..( 3 )* + (o,ooou 56 . . . — o, 68 i 83 o 4 . . .( 3 )^]^, 

1 . 

(1 52 ) a [(0,0000695. . . — o, 68 i 83 o 4 . . .«)’+ (0,0000181 ... — 1 ,3371818. . .a)®]*, 

(1 53 ) A = [(0,0000642. . . -(- o, 68 i 83 o 4 . . .«)^+ (0,0000862. . . — 1,3871818. . 

surpassera evidemment Tune des quantites 

(• 54 ) 0,0000181, 

(1 55 ) o,oooii 56 — (o, 68 i 83 o 4 ) (0,0001) = 0,0000476. . ., 

(1 56 ) 0,0000695 — (o, 68 i 83 o 4 ) (0,0001) = 0, 0000014. • •, 

(157) 0,0000641 

Done, par suite, le module R restera inferieur au nombre o,ooooooo 3 , 
si Ton prend 

( p = o, 3 i 8 i + 0,0000821 =o, 3 i 8 i 32 i. . ., 

(1 58 ) 

( q=. 1,3372 + 0,0000356= 1,3372356. . . ; 

mais il deviendra superieur au nombre 0,0000014.... si Ton fait 
varier la quantite p entre les limites 

(169) p, = o, 3 i 8 r, Pj = o, 3 i 8 i + o, 0001 = 0, 3182, 

en attribuant a q Tune des valeurs 

(i 6 o) ^,=1,3372, 5's= 1,3372 + 0,0001 = 1,3373, 

ou la quantite q entre les limites q^, q,,, en attribuant a p Tune des 
valeurs p„ Pi- Done, en vertu du theoreme VI, et attendu que le 
nombre 0,0000014. •. surp'asse le nombre 0 , oooooooS . . . , I’equa- 
tion (82) admettra une racine imaginaire 

x~p + q^—i, 

dans laquelle la valeur de p sera renfermee entre les limites o, 3 i 8 i, 
0,8182, et la valeur de q entre les limites 1,3372, 1,3373. Cette 

QEuvres de 0 . — S. 11 , t.lV. 62 
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racine sera done fournie par I’^uation (taS) avec une exactitude 
qui s'etendra, dans chaque terme du second, memb re, jusqu a la 
cinquieme-decimale. II y a plus : ies valeurs de «, correspon- 
dantes a la racine dont il s’agit, seront inferieures au nombre 0,0001 
et propres a verifier I’equation R = o ou, ce qui revient au merae. Ics 
deux formules 

(fgi) Ah- 7—0, ill, + ^=3 0. 

Or, si Ton substitue, dans ces dernibres, les valeurs de A, tiroes 
des equations (^3i), on en conclura 

( 3=0,0000817. . .H- (o, 3 o 2 . . .)y — (0,598. . .)( 5 , 

i p = 0000357. ..4-(o, 593, ..)^ + (0.302...)y. 

Done, puisque y et S resteront compris entre les limites 
— 0,00000002, H- 0,00000002, 

les valeurs de a, p, fournies par les Equations (i45), seront exactes 
jusqu’a la septi^me decimale, et Ton pourra en dire autant de la 
racine x determinee par I’equation 

(t63) a: = 0,3 i8i3i 7. .. -i- (1,3372857 ...) \/— t . 

Si, dans les calculs ci-dessus developpes, o-n substituait la seconde 
des equations (io5) a la premiere, alors a la place de la formule (i63) 
on obtiendrait la suivante 

(i 64 ) a: = 0 , 3 i 8 i 3 i 7 . . . — (1,3372357'. . .) v^— i , 

qui offre une seconde racine imaginaire de I’^quation (Sa). Cette 
seconde racine et celle que determine la formule (i63), etant con- 
Juguees Tune a I’autre, correspondent a un seul module renferme 
entre les limites o et4,455 — 

Ce qui precede sufEt pour montrer comment, a I’aide d’approxi- 
mations successives, on peut determiner aussi exactenaent qu’on le 
voudra les raeines reelles ou imaginaires d’une equation algebrique 
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ou transcendante, et meme comment on pent calcuier les limites des 
erreurs commises. La methode de resolution que nous avons pre- 
sentee est celle qui a ete donnee par M. Legendre dans la seconde 
edition de la Thiorie des nombres, et qui lui a paru devoir s’appliquer 
a toutes sortes d’equations algebriques ou transcendantes; mais il 
est clair qu’elle cesserait d’etre applicable si la fonction f{x) ne 
remplissait pas les conditions enoncees dans I’un des theoremes I, 
III, IV, V, VI. On n’en sera pas surpris si Ton observe qu’on peut 
attribuer k /(a;) une forme telle, que I’equation (i) n’admette point 
de racines finies soil reelles, soit imaginaires. C’est ce qui arrivera 
en particulier si Ton suppose 

Dans des cas semblables, on peutbien encore assignor a la variable x 
une suite de valeurs 

(88) .Vj, ... 

tenement choisies que les valeurs correspondantes du module de 
/(a?) soient de plus en plus petites; mais les modules des differents 
termes de la serie (88), au lieu de converger vers une limite finie, 
croissent au dela de toute limite. (Fofr, au reste, sur la resolution 
des equations numeriques, I’Ouvrage cite de M. Legendre et un 
Mkmoire de M. Fourier, imprime dans le Tome VII des Memoires de 
V Acadimie des Sciences.) 

Nous avons deja remarque que, dans le cas oil f{x) designe une 

fonction entikre du degrk n, semblable a celle que determine la for- 

mule (4). cette fonction est decomposable en autant de facteurs du 

premier degre qu’il y a d’unites dans le nombre n. Si, de plus, la 

fonction /(aj) se presente sous forme reelle ou, en d’autres termes, 
* 

si les constantes Qo, a,, . . • , comprises dans le second membre de 
la formule (4) sent toutes reelles, I’equation (i) n’admettra que des 
racmes rkelles ou des racines imaginaires conjuguees deux a deux. 
Alors a chaque racine reelle correspondra un facteur reel du premiei 
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degre, tandis qu^, a deux racines imaginaires conjuguees et de la 

forme 

r(cosJ-hv^— ‘I sin^), r(cos< — sin^), 

correspondront deux facteurs imaginaires 

X— r cosi — y sinf 1, x— rcost + r sini\/ — i, 

qui seront encore conjugues Tun a I’autre et donneront pour produit 
un facteur reel du second degre, savoir 

{x — r cos/)* + sin®/ = 2 r cosi + r^. 

On peut done enoncer la proposition suivante : 

Tome fonction reelle et entiire de la variable x est decomposable en 
facteurs reels du premier ou du second degre. \Voir, pour de plus 
amples developpements, le Chapitre X de V Analyse algebrique ('),] 

P) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III. 
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DfiVELOPPEMENT D’uNE FONCTION DE X, QUI DETIENT INFINIE POUR X — U, SUIVANT 
LES PUISSANCES ASCENDANTES DE X — a. DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATION- 
NELLES. 


Soient 

(i) X = r(cosf + \/— I sini) 

une variable reelle oii imaginaire dont r designe le module ou la 
valeur numerique, a une valeur. particuliere de cette variable et 
f{x) une fonction qui devienne infinie pour a; = a. La valeur a 
de X sera une racine de I’equation 


et Ton dira que cette equation admet h racines egales a a, A etant un 
nombre entier quelconque, si le produit 

(3) {x — a)'^f{x) 

acquiert, pour x = a, une valeur finie differente de zero. Alors, pour 
developper immediatement la fonction f{x) suivant les puissances 
ascendantes de a; — a, on ne pourra plus se servir de Tequation (4o) 
(page 448), dont le second membre, comprenant des termes infinis, 
se presentera generalement sous une forme indeterminee; mais cette 
Equation pourra encore ^tre appliqueeau developpementde Texpres- 
sion (3) consideree comme fonction de la variable x. D’ailleurs, si, 
en nommant p le module de x — a, et ©(p), x(p) fonctions 
reelles de ce module, on pose 

x — a = p(cosu -h \f^i sinv), 

{x — a)>>f{x)=^{x), 

f [a + p(cosu -+-v/^ sinv)] = <p(p) + \/^X(p), 


(4) 

(5) 

( 6 ) 
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on tirera de I’equation citee 


f(a:) = ^(a) ^ S^'(a) ■ 




(7) 




1 . 2 


1 .2 .3. . .(/I — 0 

jx — a)”' (p<">(^»P)+\/^ 

1 . 2 . 3 . ..n (cosu H-\/— 1 siau)“ 


6^, Ga designant deux nombres inferieurs a I’unite. Si maintenant on 
divise par {x — a)^ les deux membres de la formule ( 7 )> on en 
dura 


con- 


i{d) 


+ l 


P{,a) 


( 8 ) 


/(^)— 2 (a.- — or)*-* 1.2 (25 — a)*"® 

1.2.3.. .(A — i) ^ ^ 




1.2.3... A I .2 .3. . . -4- 1) 




1.2.3. ..(n — f) 

9(«)(9,p)H-\/^%^'’)(^2p) (a; — 

(cosu + \/— I sinu)" I.2.O. . ./t 

A I’aide de cette derniere formule, on pourra developper encore /(a?) 
suivant les puissances entieres et ascendantes de x — a. Seulement, 
les h premiers termes du developpement, dont la somme, que j’ap- 
pellerai sera 




_ ^(g) 


#'(a) 


(a? — aj* 2 (a? — "^1.2 (a; — a ' 

1 

1 . 2 . 3 . . — i) a? — a 

z={x—a)-'‘ Sia) + — ^'(a) + #"(«) 

1 1.2 


ria) 


(9) 


(aj — a)- 




\ ^ _ i. 2.3...(A— i;_ 

renfermeront des puissances negatives de x — a. D’autre part, si. 
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dans I’equation (8), on prend n = h, elle donnera simplement 


(lO) 


ou 

(•I) 


fi^) = 


{^x — 


1 S' {a) _I_ S''{a) 

2 {^X — 1.2 {x — 

T 

1.2.3. . .(/i — i) X — a 

i (ia<*>(9,p) +\/— I 

1 .2. 3 .. . A (cosu -i-v^— I sinu)* 




»(/') 


I sinA’j); 


et par consequent, si Ton pose 

( 12 ) /(a?) — t{;(a?)=ro(a;) 
OU, ce qui revient au meme, 

(13) /(a;)=:i{/(a;) 4-ro(a;), 


on aura 


(,4) 


II est important d’ observer que la fonction tj(a?), determinee par 
I’equation (i4), acquerra, pour x = a, la valeur suivante 

, o(/0(o)+v/^X‘'‘’(o) _ 

,i5) ^{x) = ,.2.3.. .A i.^3..'."A’ 


qui sera, cji general, une valeur finie. C’est ce qui arrivera, en parti- 
culier, si Ton suppose 

,, , f(a;) 

(i6) ■ 

f(£c) et F(a!) designant deux functions entieres de la variable x, c’est- 
a-dire si la fonction f{x) devient une fraction rationnelle. Alors, en 
representant par a,b,c, ... les racines distinctes de I’equation 


(•7) 


F(a:) = o, 
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par h le nombre des racines egales a a, par k le nombre des racines 
egales a 5, par I le nombre des racines egales k c, .... et par ot. un 
coefficient constant, on trouvera 


(i8) F(a:) = 3 ^(a; — a)* (a; — bY{x — c)‘... 


et, par suite, 




(« 9 ) 


= (j? — (a? — c)-'. . . f(x). 


Or, en difF6rentiant h fois par rapport a a? le dernier membre de la 
formule (19), on en deduira evidemment une valeur de qui 

ne deviendra pas infinie pour x — a. D’autre part, si Ton fait, pour 
abreger, 


(20) 



A, 


§'{a) 




r .2.3. . ,(A — i) 


— ‘ Aj, 

— A I , 


1 .2 

4/(a;) = U, 


. . . , 


les formules (9) et (i 3 ) donneront 


^ - lx ^ aY Xx -a )A-> (x^ a ^ ’ 

(22) + 

Done, a d^signant une des racines de I’equation (17), et h le nombre 
des racines egales a a, la fraction rationnelle pourra etre decom- 
posee en deux parties, dont Tune U, determinee par la formule (ar), 
sera la somme de plusieurs fractions qui offriront des numerateurs 
constants, et qui auront pour denominateurs les puissances de a; ~ « 
d’un degre inferieur a h, tandis que Tautre partie 


( 23 ) 
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conservera une valeur finie pour toutes les valours finies do la 
variable £C. 

Soient maintenant, dans la fraction (i6), m le degre du numera- 
teur f(x), et n le degre du denominateur F(a;). Soient de plus V, 
W, ... des fonctions rationnelles de x, semblables a U, savoir celles 
dans lesquelles se transfornae la fonction determinee par les 

equations (5) et (9), quand on substitue a la racine a Tune des 

% 

racines b, c, ..., et au nombre entier h I’un des nombres I, — 
Les fonctions U, V, W determinees par des equations de la forme 

A I Aji A/i-i 

(x — a)* {x — «)*“' ’’’ X — a’ 

, ^1 , , 

{x — b)^ (x — ’’’ X — b’ 

C Cl C/_i 

(x — c)' "*"(■£» — c)'~‘ — c’ 


U = 


(24) 


V : 
W: 


ne pourront devenir infinies pour des valeurs finies de x qu’autant 
que Ton supposera, dans la fonction U, x = a; dans la fonction Y, 
x = b; dans la fonction W, x = 0 , . • . ; et, comme les differences 


( 25 ) 


f(^) 

F(^) 


-U, 


f(^) 

F(^) 


-V, 


f(^) _TV 
V{x) 


acquerront, au contraire, des valeurs finies, la premiere pour x = a, 
la seconde pour x = b, la troisieme pour x = c, . . . , il est clair quo, 
si I’on fait 


la fonction Q ne deviendra jamais infinie pour aucune valeur finie 
de X. D’ailleurs, en reduisant au meme denominateur les fractions 
comprises dans les seconds membres des equations (24). on par- 
viendra sans peine a transformer la somme U H- V-h W+- . . . en une 
nouvelle fraction qui aura pour denominateur le produit 

(27) {x — ay‘{x — b)^{x — cy.,.; 

OKuures de C. — S. U, t. IV. 
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et, en multiplianl par la constante les deux termes de cette nou 
velle fraction, on trouvera 
(28) U-+-V + W-t-. 


R designant une fonction entiere de d’un degre inferieur iwi. Cela 
pose, la fonction Q, determinee par la formula (26), se present«M’a 
sons la forme rationnelle 


(29) 


Q = 


F(^) ’ 


of, puisqu’elle clevra raster finie pour toutes les valours limes de la 
variable x, il faudra necessairement qu’ello se reduise a unc fonction 
entiere de cetlc variable. Enfin, comma on tire de reqiiation (29) 


(3o) f(j;) = QF(.r)H-R, 

les deux fonctions entiferes Q et R, dont la secondc est d’un degre 
inferieur a celui de F(ir), representeront evidemment Ic quotient et 
le reste de la division de f(ai) par ¥(x). Done la fraction rationnelle 
qiii aura ce reste pour numerateur et pour denominateur F(a:) sera, 
en vertu de la formule (38), equivalente a la somme des fractions 
comprises dans les seconds membres dcs equations (^24)- 

Dans le cas oii le degre m de i‘(x) est inferieur au degre n de F(2*), 
le quotient Q s’evanouit, et Ton a par suite 

f(^) = R. 


Alors on conclut des equations (24) et (28) 


(3i) 


_ 

F(x)- 


A . 

(o? — a)'* — « 

B , B, 

+ (01—6)* (a:—*)*-' -x — b 

C C, . C/-, 

~^{jc~cy (j? — c)''-’ a; — c 


La formule ( 3 i) offre evidemment le moyen de decomposer la frac- 
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tion rationnelle en fractions simples, c’est-a-dire en fractions qui 

ont pour numerateurs des constantes et pour denominateurs des puis- 
sances entieres des facteurs simples x — a, x — h, x — c La 

menie formule fournit, a ce sujet, Ic theoreme que nous allons 
enoncer. 

T^^:OREME I. — Soient 

(* 6 ) M 


line fraction rationnelle dans laquelle le degre du denominatetir surpasse 
le. degre du numerateur, et a,b,c, ... les racines reelles ou imasinaires 


de r equation 

(17) 


F(iB) = 0 . 


Pour decomposer la fraction (16) en fractions simples, il suffira de la 
ddvelopper : 1° suimnt les puissances ascendanles de x — a; 1° suivant 
les puissances ascendantes de x — b', 3 “ suivant les puissances ascen- 
dantes de x — c, ..., puis de faire la somme des termes qui, dans les 
divers developpements, deviendront infinis quand on supposera x = a, 
X = b, X = c, 

Si Ic quotient Q cesse de s’evanouir, alors des ^uations (24) 
et (26) on deduira la formule 


f(^) 

— 0-1- 


A 

1 


Ai 

• — 1— 


A//-1 

F(^) 

— -h 

(a.* 

— a)* 



— a)*-' 

^ • ■ 

• • ^ 

X — a 


1 


B 

1 


B, . 

. -4— 

-4— 

Bi-. 




-b)^ 


{X 

- 6 )'■•-* 

^ • 

. . -4- 

x — b 


1 


C 



c. 

-4— 

_L_ 

a- 




-cY 



— c)'-‘ 

"1“ . . 

. ^ 

X — a 


qui servira encore a decomposer la fraction (16) en fractions simples, 
et Ton devra substituer au theoreme I la proposition suivante. 
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TniiORfiME II. — Soient 

f(-^) 

F(a:) 

line fraction rationnelle, damlaqmlle le degre du numeraieur devienne 
dgalou siiperieur au degre du denominateur, et a, h, c, ... les racmes 
de r equation (17). Pour decomposer la fraction {iQ>) enfractions simples. 
Usuffira de la deoelopper : 1 ^ suivant les puissances ascendantes dex- a; 
2 " suivant les puissances ascendantes dex — b‘, 3“ suivant les puissances 
ascendantes de x — c, .... puis d’ajouterau quotient de la division de 
t‘(a?) par Y(x) la somme des termes qui, dans les divers developpements. 
deviendront infinis pour x=^a, ou pour x — b, oupoiir x = c, .... 

Dans le cas particulier ou I’^uation ( 17 ) a toutes ses racinos iiie- 
galcs entre elles, on trouve 

( 33 ) h-=k = l=.. .- 1 , 

(34) f{oe) — ^X,{x — a){x — b){x—c)...-, 

of les formules (3i), (32) se reduisent aux deux suivantes : 


(33) 

(36) 


f(..g) _ A B C 
F(x’} x — — d x — c 


i(£l = Q + + . . • ■ 
F(5r) ^ X — a X — b x — c 


Dans le meme cas, on tirera de I’equation (5) 
( 37 ) i{a;) = {x — a)fix)=: 


ct par consequent, pour determiner le coefficient A ou /(a), il sulfira 
de faire evanouir x — a dans la fraction 


(a; — a)f(j 7 ) 

Mais alors cette fraction, se presentant sous la forme devra etre 
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[en vertu de la formule ( 6 ) de la page 317 ] remplacee par le rapport 


(x — a) V{x) + f{x) 
F'{x) 

quo Ton pourra meme reduire a 


(38) 

On'aiira done 


f(^) 


(39) 

On trouvera pareillement 


A 


f(^) 


(4o) 


B = 


F'iby 



Enfin, si Ton a egard a I'equation (34), les formules ( 89 ) et ( 4 o) 
donneront 


(40 



f(g) 

{a— b){a — c). . . ’ 



f{b) 

tje) 

{c — a){c—b)...’ 


Ajoutons que la premiere des equations (4i) peut etre deduite direc- 
lementdes formules (34) et ( 87 ) combinees entre elles, ou, ce qui 
revient au meme, de la formule 

jlj;) - f(^) . 

^ SIZ,{x — a){x~c)... 

Lorsque le degre m de f(a;) est inferieur au nombre n des quan- 
tites q^byC, . . . , on tire des formules (35) et (4i) 

f(a;) _ Jt_ r f(a) I_ f(4) l_ 

F(^) X l(^” ^ — « {b — a){b-- c). . . X —• b 

+ _L_ + 1 

{c — a){c b). . , ,x — c J’ 
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puis on en conclut, cn ayant egard a I’equation (34). 


(43) 



{a— b)(a — c)... 


f(«) + 


(x-a) jjr-c)... ^ ; 
{b — a) [b — c)... 


(c — «) {c — b).. 


L’equatioii (43) n’est autre chose que la formule d’interpolation d( 
Lagrange, a I’aide de laquelle on determine une fonction entieix 
de X, lorsqu’on connait autant do valours particulieres de cctte fonc- 
lion qu’il y a d’unites dans le nombrc cntier n immediatement supe- 
rieur a son degre. 

Lorsque les fonctions f(n?), F(ng) sc prescntont sous forme reolic, 
et que les deux racines a, b sont iinaginaires ct conjuguces ou dc la 
forme a + a — alors, en designanl par <Ji,, ifi. deux 

quantites reelles propres a verifier I’equation 


(44) 


llji y/— I = 




on trouve que les fractions simples correspondantes a ccs racincs 
dans le second metnbre de la formule (35) ou (36) sont respoc- 
tivement 


(45) 


ill) \/ I "III’ sj I 

— .r — aH-(3 \/ — i 


En ajoutant ces deuK fractions, on oblient la suivante 

— a) + 2 III) p 

qui a pour numerateur une fonction reelle et lineairc de x, et pour 
denominateur un facteur reel et du second degre du polynome Y(x). 

Au reste, on pourraitimaginer diverses methodes propres a decom- 
poser la fraction rationnelle 6*^ fractions simples, e’est-a-dire en 

fractions semblables b celles que renferme le second membre dc 
r^uafion (32). Mais ces diverses methodes fourniraient necessai- 
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rement Ics memos valeurs des coefficients A, A,, A^-,; B, 

B,, Ba_, ; C, C,, C;_,, Pour le demontrer, multiplions 

par F(a7) les deux membres de I’equation (Sa). Alors, si Ton fait 
pour abreger 


(47) 


Q F (^ ) + B + . . . + 


C 


( — b)^ 

F(a?) 

{x~cy 


■C;-, 


a; — b 

F(.r) 
ji‘ — e 


+ , . .= {x — a)A n(vr), 


on aura 

(48) 


f(j;) = A 


F(.r) 

(oC — a)* 


H-A. 


F(J7) 

(j? — 


+ A/,_i 


F(^) 

X — a 


-^{x — ay^Yl{x). 


D’ailleurs, comme le premier mcmbre de Tequation (47) sera uue 
fonction entiere de x divisible, ainsi que F(a;), par {x — a)^, n(ir) 
rcprescntera encore une fonction enlioro. Par suite, si Ton pose dans 
la formule (48) 

x — a-^z, 

et si I’on compare cnsuite les termes constants et los coefficients des 
puissances semblables de la variable s dans les deux membres deve- 
loppes suivant les puissances ascendantes de cette variable, on trou- 
vera succcssivement 


(49) f(^ 



F(a + =) + ='‘n(«H-v) 


ou, ce qui revient au meme. 


(5o) 


et 


f(«) -t- 


f{a) 


1.2 I . 2 . 3 , . . 7 n 


— 4- (A + Ai^-f- 4 - ... 4- A./1—1 ^ ) 

r FW(«) ^ F<^‘^‘)(a) . F<">(«) J 

Li.2.3.../z 1 .2.3. . . /i( a 4- i) "" ’ i,2.3.../i'’ J 


(5i) 


f(a)=:A 


FW(a) 

J.2.3...A’ 


f(«) = A, 


Ft^‘)(g) 
2 . 3.. .A 


F(/'+»(a) 

■^2.3 ...A(A+i)’ 
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Or cles equations (5i) on deduira evidemment, pour les constanlcs A, 
A^, . . . , A;5 _i , Tin systeme unique de valeurs, savoir 

r.a.3.. ../iffa') , 3.3. . ■( A + i) f'(fl) — A F(^‘- *-*>(g) 

(53) A = (A + i)FW(«) 

On obtiendrait de la meme maniere les valeurs de B, B,, B^_, ; 

G, C,, Q_,. II est bon d’observer que la premiere des formules(52) 

donne, pour la constante A, une valeur egale a cello que recoil la 

fraction — quand on prend a; = o. Cette merae valeur, 

dans le cas oil Ton suppose A = i, se reduit a celle que daerminc la 
formule (Sg). 

Pour montrer une application des principes ci-dessus etablis, con- 
cevons que I’on veuille decomposer en fractions simples la fraction 
rationnelle 

(53) /(^) = (^._i)»(^+ -i)- 

II suffira, d’apra le theorfeme I, de developper cette fraction : i” sui- 
vant les puissances ascendanfes de a; — i; 2® suivant les puissances 
ascendantes dc puis de faire la somme des termes qui, dans 

les deux developpements, deviendront inlinis pour a? = i ou pour 
^ _ 1 . Or on trouvera : 1° en designant par vs{x) une function qui 

conservera une valeur finie pour cc = i , 


(^- 1 )-”/(») = 


X H" I 


3 + (a: — 1) 


• (a; — i) 4- (,r — 


et, par suite, 

(34) •^(^) = J ^ 


2° en designant par n,(a;) une fonction qui conservera une valeur 
fmie pour 37 = — i, 




(^_r)= [2-(a:H-i)? 


:y ■+-(a:-Hi)iCTi(a;), 

4 
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et, par suite, 

(55) /(a:) = 1 

Les trois fractions simples 

1 ^ _ I f J > 

% {x — \ \ X — l’ % X -^-1 

seront done les seuls termes qui, dans les deux developpements de 
I’expression (S3), deviendront infinis pour a; = i ou pour a: = — i , 
et Ton aura, en vertu du theoreme I, 

I I ( II II 

{x — j)“(a;-|-i) 2 (x — I)® X — I 4 ■ 

On trouverait de la mfeifte manierc 


(57) 


2 X — X 2 X l 


et 


X ‘ — I 2 X — I 


2 X -t -1 


Concevons encore qu’il s’agisse de decomposer en fractions simples 
la fraction rationnelle 


(58) 


m, n designant deux nombres entiers, et m etant En d’autres 
termes, supposoiis 

{(x) = x"‘, F(x) = x'‘—i. 

L’equation (17) se reduira simplement a Tequation binome 

( 59 ) x” — i, 

dont les racinos inegales entre elles seront de la forme 

2A-r , / . 2 A'r 

(60) jT cos — ^ ±: V — X sin 


^ representant un nombre entier egal ou inferieur a D’ailleurs, 
en prenant pour a; une quelconque de ces racines, on trouvera 


(60^5^ = 


1 

n 


= i cos ■ 
nl 


2k{m ^i)t: ^ •hJ)T: 


isin- 


. OMufj'es de C. — S • U, t. IV. 


n 

64' 


=]■ 
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Done les formules (35) ct (^i) donneront, pour des valeurs impaires 
den, 


cos- 


n ^ n 




(^ 2 ) -T- = - 


^ — cos — — v/^sin- 
n 


2(/?2 + i)]r / — . 2(m + i)7r 

cos-^ — \/-i sin 


+ - 


27: / — . 27: 

j?"-cos— +v^-isin — 
n n 


[n — i)(/W"i-i)7: j — . {fi — i)(fl?' + i)7: 

cos — + u - 1 sin ^ 


+ ■ 


JJ — cos 




COS 


— t — (/i — T)(/n + i)7r 

II V » 


X — cos 




I Slll- 


puis on en conclura, en reduisant les fractions imaginaircs conju- 
guees au meme denorninaleur, 


2(ff?-f-i 7r . 2/717: (/i~i (/n + r r: //—i //7 7r 

X cos — cos — X cos ^ — cos ^ — 

n n n n 

x—[ , 27: . , (/I — Ot: 


— t“i 
n 


a?’-— 2 .«’C 0 S“ 




■ +i 


On trouvera, au contraire, pour des valeurs paires de n, 


2(/?i+i) 7: 2mi: (/i-2)(m+ik rt~2)/?/7: 

a; cos COS . 2 ;COS^ COS^ , 

I n n - . // /?, — 1 )"'+ 

h 2 2 h — — 

•27-I 27 : . {/l-' 2 ) 7 : X-hl 


2 J 7 COS hi 

n 


j;®— 237 cos - 


n 


- + i 


On trouverait de la meme maniere, pour des valeurs impaires de n, 


/w+i 7: mit 

J 7 COS cos — 

n n 

3 2 

3 ?^— 237 008“ -hi 
n 


«-3 fwH-i 7 : [ 11 - 2 ) 111 % 

X cos ^ - cos i 

n n 

, (/i~ 2 ) 7 r 

dJ*-“ 237 C 0 S-i ^ + I 


j + i 


n 
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et, pour des valours paires do n, 

+ niT. {n~ \){m (// — i)?:" 

^cos — cos — ^cos cos 

66) - ■ ■ ■ 2 9^ 

+ i . IT , (/i-i) 7 r 

it-— 2^C0S- H- I j:-— 2ir cos-^^ hi 

^ ^ _ 

Eniin si, dans Ics formules (63), (64), (65), (66), on pose m. = n — i, 
elles donneronl, pour des valeurs impaires de n, 

27 : (/? — 1)7: 

„ , it' — cos ,3? — COS 

„ , IT }l 11 

( O 7 ) z — h 2 -h . . . “h 2 ) 

.z‘" — 1 n x—\ , 27: „ (;i — 1)71 

• iZ-— 2J?COS hi j;2— 2il?COS ^ — hi 

11 n 


7: 

« I .r — cos- 

. .z"-' I n 

(68 — = - 2 

-h 1 /i % 

X-— 2iCC0S -• +i 

n 


(/i — 2)7: 


(« — 2)7: *z + i 

2iZ cos ^ hi 


et, pour des valeurs paires de n, 


27 : (/I— 2)7: 

, it* — cos — ir — cos 

, ir»-' I I *71 n ^ 1 

(bo) — — h 2 h***+ 2 1 ; — 

^ n W — l 27: (/i ~-2 7 ; X + l 

X'— 2 XCOS hi ^-+T 

n n 


Tt 

„ , X — COS “ 

, . I n 

( 70 ) ““ 2 

,2:?"-hi 11 , 7: 

— 2 ic cos - H - 1 
11 


+ ...+ 2 


( /i — I ) 7: 


- ( — 1 ) 7: 

— 2 il 7 COS^^ h I 

n 
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SEIZIEME LECON. 

DfFFfinjJNTIELLES BES FONCTIONS DB PLUSIEL’RS VARIABLES. BfiBIV^ES PARTIBLLI S 
ET DIFFfiRENTCELLES PAIITIELLES. 


Soit 

une fonction de plusieurs variables independantes x, y,z Desi- 

gnons par zun accroissement infiniment petit, attribue a Tune quel- 
conque de ces variables, et par 

•••)> •••)' ••• 

les limites vers lesquelles convergent les rapports 
f{x ■+• i, r,z, ...) — fix, Y,S, ...) 

. 5 

I 

■■■ ) —fix, r , 5 , ■ ■ 

i ’ 

fix,y,^-\-i, . . .) fjx, y, 5, . . .) 


tandis que i s’approche ind^finiment de zero; y, s, sera la 
d^rivee que Ton deduit de la fonction u = /(x, y,s , .. .), en y consi-. 
derant x coname seule variable, ou, ce qu’on nommo la derivie par- 
*<?&deMparrapportaa;.Deinemex(a;, 7 , 5, . . .), ({/(a;, j, . . .), ... 

seront les derivees partielles de u par rapport aux variables y, s 

Concevons maintenant que Ton attribue aux variables x, y, s, ... 
des accroissoments simultanes Aar, Ajk, As, . . . et soit Am I’accroisse- 
ment correspondant de la fonction u, en sorte qu’on ait 

—fi^ ■)" Aa’, y -f- Ay, z + As, . . — fix, y, z, . . .). 
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Si Ton assigns a Lx, Ay, As, ... des valeurs finies, la valeur de A«, 
donnee par I’equation (i), deviendra ce qu’on appelle la difference finie 
de la fonction u, et sera ordinairement une quantile finie. Si, au con- 
traire, on assigns a Lx, Ly, As, ... des valeurs infiniment petites, la 
valeur de Lu sera, pour I’ordinaire, infiniment petite. Mais, tandis 
que les accroissements 

Lx, Ly, As, . . . , Lu 

s’approcheront indefiniment et simultanement de la limite zero, leurs 
rapports pourront converger vers des limites finies qui seront les der- 
niires raisons de ces memes accroissements. Cela pose, pour obtenir 
des quantiles ou des expressions algebriques qui puissent etre consi- 
derees comme differentielles des variables x, y, z, ... , ou de la f'onc- 
tion u, et designees en consequence paries notations dx, dy, dz, .. .» 
du, il suffira, d’aprfes ce qui a ete dit dans la premiere LeQon, page 289, 
de choisir ces quantites ou ces expressions, de manifere que leurs 
rapports soient rigoureusement egaux aux dernibres raisons ci-dessus 
mentionnees. D’ailleurs, les variables x, y, z, ..., etant supposees 
independantes, leurs accroissements Lx, Ly, Lz, . . . sont entierement 
arbitraires. II en sera done de meme des differentielles dx, dy, dz, .... 
Quant a la differentielle du, on la determinera sans peine a I’aide des 
raisonnements que nous allons indiquer. 

Comme, en s’approchant de zero, les accroissements 

Lx, Ly, Lz, ..., Lu 
deviendront sensiblementproportionnels a 

dx, dy, dz, ..., du, 

si Ton designe par a la valeur infiniment petite de I’un des rapports 

Lx' Ay As 

dx’ dy’ dz’ ’ 

si Ton pose, par example. 

Lx 


Lu 

du’ 
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chacun des autres rapports differera tres peu de a. Done 1 (?.q nation 

— zna oil — 

tin oc 

sera sensiblement exacte, et Ton aura en toutc rigueur 


(3) — + 

' ^ OC 

P deVant s’evanouir avec a. Effcctivemcnt, lorsque la proportion 

Ajc : dj^ y. /iu\ du 

se trouve a tres peu pres verifiee, il suffit, pour la rendre rigourcuse, 
d’ajouter a son dernier terme du une quanlite ^ pen differente de 
zero; et alors cette proportion, ou plutot la suivantc 

i^x '.dxwUkU': du -h P, 

donne evidemment 

, Q Aw , Aw 

du 4 - S ^ 7 — = — 

Lx a 

Sr maintenant on fait converger a vers la limite zero, on tirera do 
Tequation ( 2 ) 

(4) 

^ ' a 

On trouvera de la meme maniere 


(5) 


Ay 




et, comme on aura d’ailleurs, en vertu de I’equation ( 2 ), 


on trouvera encore 
( 6 ) . 


, A^' 

dx ~ — j 
oc 


Jim 


A,r 


Ajoutons que, si, dans la formula (4)» on substiti^e la valeur de Aw 
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donnee par la formule (i), on en conclura 


31t 



— lim + + + ■■■) — J, • 


dll — lim 


II ne reste plus qu’a chercher la limite vers laqiielle converge le 
second mcmbre de I’equation (7), quand, apres avoir pose 


Aj: = a dx, 

on fait converger a vers la limite zero. On y parviendra de la maniere 
suivante. 

Si, dans la fonction 

. u-f[x,y,z,...). 


on fait croitre Tune apres I’autre les variables x, v, z, ... des quan- 
tiles Aai.Aj, As, .. . , on deduirade I’equation (16) de la page 3 i 3 unc 
suite d’equations de la forme 

f[x + lix,y,z, )—f{x,y,z, )- ^m{x + di \x, y, z, 

f{x + ^x,y + \v,z, )-f{x+Ax,y,z ) = iLyl{x + ^x,■y■}-8i^y,z, 

f{x + ^x,y + liy,z + Az,...)—f{x + i)xo,y + ^y, 3,...)= As ij^(j;-t-Ax,/-i-A;-,s-)-e3A3,.. 


6,, 8j, 63 designant des nombres 10000003, mais tous comprisentre 
zero et I’unite. Or, en ajoutant ces equations membre a membre, on 
en tirera 

/(j!-l-Aj;,j|-4-A/,3-t-As, 3, .. .) 

z=: AxQ{x + 6 f^X,y,Z, ...) 

(8) I ■Jr^yx{^ + ^x,y + d,!iy,z,...) 

I -t-Az'^(x + Ax,y-hAy,z + SiAz,...} 

puis, en divisantpar a les deux membres de la formule (8), faisant 
converger oc vers la limite zero, ct ayant 6gard aux equations (o), 
(6), (7), on trouvera 

( 9 ) dii=:<ii(x,y,z,...)dx + x(-^>/>^< + 
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En vertu de I’equation (9), la differentielle de la fonction « se trouve 
completeraent deteminee des que Ton fixe les valeurs des quan- 

tites dx, dy, dz Mais ces dernieres quantit^s, qui representent 

les differentielles des variables independantes, restent entieremcnt 
arbitraires, et on pent les supposer egales a des constantes finics 
quelconques h, k, I 

La demonstration precedente de laformule (9) suppose implicite- 
ment que les variables x,y,z, ... et la fonction u sont reellcs, ainsi 
que leurs accroissements et leurs differentielles. Mais il est facile de 
modifier cette demonstration de maniere a la rendre applicable au 
cas meme oil la fonction u, les variables x,y, z les accroisse- 

ments Aa;, Aj, As, . . . et les differentielles dx, dy, dz, ... deviennent 
imaginaires. En effet, lorsque Aa;, Aj, As, ... sont infiniment petits, 
on tire de la formule ( 5 i) de la treizieme LeQon 

f{x + \x, y,z )-f{x,y,z, )=Kx[^{x,y,s, ) + 1 ], 

/( X + Aa-, j 4 - A)', J, ) -f{x + ^,y,z, ) = A/ [y_ (a? H- Aj!, r, 5 '. . . ) - 1 - J ], 

Aa’,/-i- Ar,5-t-As, . ..) — /(a + A«, v-t-Aj,s, . . .) = As [i]/ (a; -|- Ax, j + Aj, . . ,) + K], 


I, J, K, ... devant sevanouir avec A®, Aj, As On a done, par 

suite, 

I f(x -}- Ax, J + Ar, s + As, . . .) -f{x,y, s, . . .) 

I = '[ofa-./.s, ...) + I]Ax 
j + ••) + ■!] A/ 

[i^x + Ax, J -H A/, s, . . .) + K] As 


Or il snffit de diviser par a les deux membres de T equation (jo) ct 
de faire ensuite converger a vers la limite zero pour retrouver la for- 
mule (9). 

En appliquant la formule (9) a des cas particuliers, on en tirera 

d{x+y + z^...\-dx^dy^dz^..., d[x~y)-dx-dY, 
d{<ix-{-by ->rCz+...)~ad!X-\-hdy + cdz ^ 
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dx 

X 




jf x\ y dx — X dy 

<?) = - ? - 

d.x^=yxy~^ dx + x^lx dy, ..., 

d{x y\J— i')=.dx \J— I dy, 

=e=‘+y'/^^{dx -\-dy^f^i). 


II est important d’observer que, dans la valeur de du donnee par 
I’equation (9), le terme 


est precisement la differentielle qu’on obtiendrait pour la fonction 


u=f(x,y,s, ...), 

en considerant dans cette fonction x seule comme variable ety, s, . .. 
comme constantes. C’est pour cette raison que le terme dont il s’agit 
se nomme la differentielle pariielk de la fonction u par rapport k x. De 
memo 

•■•)dy, <i/(,x,y,s, .. .)dz, ... 


sont les differentielles partielles de u par rapport a y par rapport 

as, Si Ton indique ces differentielles partielles en placant, au 

bas de la lettre d, les variables auxquelles elles se rapportent, comme 
on le voit ici, 

d^ Uy dy Uy d^U y • - - , 


on aura 


(u) 


I ...) = 

1 •••! = 


dxU 

dx 

dyU 

~dy 




.) = 


dzU 

"ST’ 


et r^quation (9) pourra ^itre presentee sous Tune ou I’autre des deux 
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formes 


(la) 

(i3) 


du :=zdii.u -V- dyii A- d-ii ->r. ■ 




dsU,_ 


IlresuUe de la formule (12) que les differentielles partielles d,M, 
cLji, . . . sont les diverses parties de la diffdreniielle totak du, quo 
I’on pmit aussi nommer simplement la differentielk de la fonction ii. 

Pour abreger, on supprime ordinairement, dans les formules (n), 
les lettres que nous avons placees au bas de la caractensUque d, el 
I’on represonte simplement les derivees partielles de ic prises relali- 
veuaeht a x, y, 5 , . . . par les notations 

da du du 

Alors — n’est pas le quotient de du par dx-, et pour exprimer la 
differentielle partielle de u, prise relativement a x, il faut employer 
la notation 


qui n’est point susceptible de reduction, a moins qu’on ne retablisse 
la lettre x au bas de la caracteristique d. Lorsqu’on adraet ces con- 
ventions, la formule (i 3 ) se reduit a 


i5) 


du j du 7 du j 

du z=z ~dx -r- dy —az 

doc dy 


dz 


Mais, cotaino il n’est pluspertnis cVeffacer dans cotte derniero les dif- 
ferentielles dx, dy,ds, rien ne r emplace la formule (12). 

En terminant cette Le^on, nous indiquerons un moyen fort simple 
de ramener le calcul des differentielles totales a celui^des fonctions 
derivees. Si Ton prend 

Ajt = a djc. 


a designant une quantite infiniment petite, la differentielle totale du 
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sora dctermineo par la formule (7), poui’vu quo, en s’approchant 
(le zero, les accroisscments Aa;, Ay, As, ... deviennent sonsiblemcnt 
(HI mcme rigourouscment proportionnels aux dilferentielles dx, dy, 
dz Done, la formule (7) subsistera si Ton pose 

(ifi) Lx — a.dx, ^y — etdy, Az — xdz, ..., 

en sorte qu’on aura 

/,_S ,^^^_y^^^^ /{x-^adx,y+xdy,z-i-acdz, s, ...) 

D’autre part, si, dans I’expression 


/(x -h (xdx, y-h aedy, s -r- ads, . . 

on considerc a comme seule variable, et si Ton fait, on consequence, 
( 18 ) /{x-hoc dx, y + a dy, 5 -+- « dz, . . .) — F{ix), 

on aura, non seulemcnt 


(19) 

mais encore 
et, par suite, 

(20) 


«=:F(0), 


A«‘= F(a) — F(o) 


du = lira = F 


'(o). 


Ainsi, pour former la diOferentielle totale du, il suffira de calculer la 
valeur particuliere que revolt la fonction derivee F'(a) dans le cas ou 
Ton prend a = o. 
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USAGE BIS BfiRlTfiES PAKTIEtlES DANS LA DIFFERENTIATION BBS FONCTIONS COMPOSfiES. 
DIFFERENTIEUES DES FONCTIONS IMPLICITES. THEOREME DES FONCTIONS HOMOGfeNES. 


Soit 

. A=:F(j/, 

line fonction quelconque des variables u, v, w>, ... quo nous suppo- 
serons etre elles-memes des fonctions des variables independantes x, 
Y, 5, . . .; s sera une fonction composee de ces dernieres variables; et, 
si Ton designe par Aai, Ay, As, ... des accroissements arbitraires 
simultanement attribues x, y, s, ..., les accroissements corres- 
pondents Ata, Ae, Aw>, . . . , A.y des fonctions u, i’, w, s seront lic.s 
entre eux par la formule 

(i) An = F( 4- Ah, p + Ae, w + Air, . . . ) — F ( h, (>, rr, , . . 

Soient d’ailleurs 

<6(h, t’, (P, . . .), X(h, w-, . ..), ...), ... 

les derivees partielles de la fonction F(«, V, w, . ..) prises successive- 
ment par rapport aw, r, w, — Comme I’equation (8) de la Lecon 
precedente a lieu pour des valeurs quelconques des variables x, y, 
3, , . . et de leurs accroissements Ax, Ay, As, . . . , on en conclura, en 
remplacant x, y, s, ... par «, v, w, . . . , et la fonction f par la fonc- 
tion F, 

I F( K -h Aw, i> -h Ar, w + A(v, . . .) — F(h, v, 

I = Aw $(w -t- 5 , Ah, (’, H’, . . .) 

I 4 - Ai’ X(k + A«, p-i- 62 Ap, fv, • • ■) 

I 4-A(v’F(a-t- A h, pm-Ai’, (v4-03Am’, ...) 

Dans cette derniere equation, 0 ,, 9^, 0j, ... designent toujours des 
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nombres inconnus, mais inferieurs a I’unite. Si maintenant on poso 

(3) ^x = »dx, l^z — ctds, 

a (lesignant une quantite infiniment petite, on aura, en vertu tie la 
formule (17) de la Locon precedente, 

Ai/ A.? 

( 4 ) — 3 = — 3 ^(^^=:=limi -^3 — ijm-— ; 

' a cc a oc 

puis, cn divisant par a les deux membres de I’equation (2) et passant 
aux limites, on trouvera 

.(5) ds = ^{u, r, (!’, . . .) du-i-X{u, p,fv, . . .) di> c, tv, . . .)dw + 

La valeur de ds fournie par I’equation ( 5 ) est semblable a la valeur 
do du fournie par I’equation (9) de la Legon precedente. La princi- 
palc difference consiste en cc que les differentielles dx, dy, dz, . . . , 
comprises dans la valeur de du, sont des constantes arbitraires, tandis 
que les differentielles du, dv, dw, . . • sont de nouvelles fonctions des 
variables independantes x,y, 5, . . . combinees d’une certaine manit're 
avee les constantes arbitraires dx, dy, dz, — 

La demonstration qu’on vient de donner de la formule ( 5 ) suppose 
iinplicitement que les fonctions u,v,w, • . s sont reelles, ainsi que 
lours accroissements et leurs differentielles. Si ces fonctions, ces 
accroissements et ces differentielles devenaient imaginaires, il suffi- 

rait, pour etablir la formule ( 5 ), de recourir a I’equation (10) de la 
Leqon precedente. En effet, comme cettc derniere equation subsiste, 
quelles quo soienf les valours finies, re.elles ou imaginaires, attri- 
buees aux variables x, y, ..., ct les valours infiniment petites 
attribuees a leurs accroissements Aa?, ^y. As, ..., on en concliua, 
en remplacant tc, r, s, ... par u, 0, w, ..., et la fonction/ par la 
function F, 

/ F(m + A«, u + Ap, Mf + Ah', . . .) — F(k, p, (v, • ••) 

I = p, (v, ...) + I]Am 

-h[X(mh-Am, p, «*, J]Ap 

+ [¥(M4-Att, p + Ap, (V, ...)4-K]Afp 

4- 


( 6 ) 
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Dans la fomule (6), I, J, K, ... designent toujours dcs quarilites 
qui s’approchent indefininaent de zero, ea meme temps qucAaj, Aj, 

As, Si d’ailleurs on assigne a Air, A/, As, ... les valeurs quo 

determinent les equations (3), il suffira evidemment do diviser par a 
les deux membres de la formule (6), ct de passer aux limites pour 
retrouver la formule (5). 

En appli quant la formule (5) a des cas particuliers, on cn tirera 


d{u + v)~ dll + di', d(u — v)-=:idu — dv, d{au-irbv) — adu-\-bdi', 
d{au-{- Civ , .)-=z adu b dv 

d{uv') It dv H- V dii^ d{uiHV , . .) w. ..dii--^ uw . . .rfr *+- . , 




d. u" = du-^ 1 u du, 


Nous avions ddja obtenu ces equations (voir la seconde Lecon), cn 
supposant u, fonctions d’une seule variable independante x ; 

mais on voit qu’elles subsistent, quel que soit le nombre des variables 
independantes. 

Dans le cas particulier ou Ton suppose u fonction de la seule 
variable x, v fonction de la seule variable r, m fonction de la seule 
variable s, ..., on peut arriver diroctement a I’equation (5), en 
partant de la formule (9) de la Legon precedente. En effet, en vertu 
de cette formule, on aura generalement 

( 7 ) d!i = dxS -h dyS-\- dzS . 

De plus, comme, parmi les quantiles a, v, la premiere est, 

par hypothese, la seule qui renferme la variable x, en considerant s 
comme une fonction de fonction de cette variable, et ayant egard a la 
formule (10) de la premiere Legon, on trouvera 

d^s = d„F(u, (',w, .. f>,w, . ..)dxU = ip{u, p, W', . . .)du. 

On trouvera de meme 


dyS='Si{a,(>, «>, ...}di’, 


diiS=:Wiu, . , .)div, 
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Si Ton substitue ces valeurs de d^s, dyS, d^s, .. . dans la formule (7), 
elle coincidcra evidemment avec I’cquation (i 5 ). 

Soil mainlenant r une seconde fonction des variables indepen- 

dantes x, y, z Si Ton a identiquement, c’est-a-dire pour des 

valeurs quelconques de cos variables, 

( 8 ) s — r, 

on on conclura 

(9) ds = dr. 

Dans le cas parliculier ou la fonction r sc reduit, soil a zero, soit h 
uno constante c, on trouve 

dr 

ct par suite Tequation 

(10) S = Q OU .« = C 

entraine la suivante : 

(11) d$ = o. 

Les equations (9) et (ii) sont du nombre de celles que Ton nomme 
equations differentielles. La seconde peut etre presentee sous la forme 

(i 4 ) . . .) rftt + X(«,(’, w, . . .) rfp + W(«, V, w, ...)dn’+... — 0 , 

ct subsiste dans le cas meoie oil quelques-unes des quantites «, e, 
w, ... se reduiraient a quelques-unes des variables independantes x, 
Y, s, Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant F(a:, e) = o, 

<P{x, v)dx + X{jr, (>)di> = o; 

en supposant F (x, y, w) = o, 

w)dx-^-X{x,y, w) dv dw=: 0; 

etc. 

Dans ces dernieres equations, e est Evidemment une fonction impli- 
cite do la variable x, w une fonction implicite des variables x,y, — 
De meme, si I’on admet que les variables x,y,z, ..., cessant d etre 
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independantes, soient liees entre elles par une equation de la forme 

(13) — 

alors, en faisant usage des notations adoptees dans la Lecon prece- 
dente, on obtiendra I’equation differentielle 

(14) .■•)dx + yXx,y,s, ...)dy^'i^{x,y,s, . . .)ds . .^o, 

au nioyen de laquelle on pourra determiner la differentielle de 1 une 
des variables consideree comme fonction implicite de toutes les autres. 
Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposanta;^^-J- = a^ 


X dx -^ydy =z Q, 

en supposant/- — «- = 

y dy — X dx — 0, 




en supposant y- s- = a®, 

xdx-^-ydy + zds — Q, 



y 


dy. 


Comme on aura d’ailleurs, dans le premier cas, 

y =± y/a*— x^, 

et, dans le second, 

y^±\/a-+x-, 

on conclura des formules precedentes 


<i5) 


d(\/a^—x^)= — 


X dx 

■ — y 




xdx 


ce qu'il est aise de verifier directement. 

Lorsqu’on designe par u la fonction f{x,y,z, ...), les equa- 
tions (x3) et (i4) peuvent s’ecrire comme il suit : 


(*6) 

('7) 


U:=0^ 
du O. 
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Si les variables a;, j, s, . , au lieu d’etre assujetties a une seule 
equation de la forme u = o, etaient liees entre elles par deux equa- 
tions de cette espfece, telles que 

( 1 8 ) M = 0, (’ — O, 

alors on aurait on meme temps les deux equations differentielles 

(19) du — o, di’ — o, 

a I’aide desquelles on pourrait determiner les differentielles de deux 
variables considerees comme fonctions implicites de toutes les autres. 

En general, si n variables x, y, z, ... sent liees entre elles par 
m equations, telles que 

( 20 ) u — 0, vz=o, HP = o, . . . , 

alors on aura en m^me temps les m equations differentielles 

(21) du=Q, dv = o, dvvzzzo, ..., 

a I’aide desquelles on pourra determiner les differentielles de m va- 
riables considerees comme fonctions implicites de toutes les autres. 

Les principes ci-dessus etablis relativement a la differentiation des 
fonctions composees fournissent encore le moyen de demontrer une 
proposition digne de remarque, et que Ton nomme theorime des fonc- 
tions homogenes. 

On dit qu’une function de plusieurs variables est komogine lorsque, 
en faisant croiti’e ou decroitre toutes les variables dans un rapport 
donne, on obtient pour resultatla valeur primitive de la function mul- 
tipliee par une puissance de ce rapport. L’exposant de cette puissance 
est le degre de la function homogene. En consequence, /(«?» v. s, ...) 
sera une fonction de x, y, s, ... horaogene et du degr6 a, si, t desi- 
gnant une nouvelle variable, on a, quel que soit i, 

( 22 ) f{tx, ty, tz, ...)=: 1“ f{^x, y, z, . . .). 

OEuvres de — S. U, 1. 1 V. 
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Cela pose, le theoreme des fonctions homogenes peut s’enoncer commc 
il suit. 

TfifiOR^ME. — Si I’ on mulliplie les derivees partielles d’ une fonction 
homogene du degre a par les variables auxquelles elles se rapportent, 
la somme des produits ainsi formes sera equivalente au prodiat qu’on 
obtiendrait en multiplianl par a la fonction elle-m&me. 

Dimonstration. — Soient 

la fonction donnee et 

ses derivees partielles par rapport a x, ky, a z, etc. Si Ton differontie 
les deux membres de Tequation (22), en y considerant t comme seule 
variable, on aura, en vertu de la foroiule ( 5 ), 

o{tx,ty, ts, . . ty, tz, ...)ydt 

ty, tz, . . .)zdt-h. . .:= f{x,y, z, . . .)dt-, 

puis, en divisant par dt et posant « = r, on trouvera 

(2J) j 

( =af{x,y,z, ...) 

ou, ce qui revient au meme, 




Corollaire. — Pour une fonction homogene d’un degre nul, on aura 


dll du dti 

^ djG dy ^ "7[z 


Exemples. - Si Ton pose 

^ ~ ~ Cs*-h 2Dyz -f- 2^scc -i- 2 F ivy), 
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I’equation (24) donnera 

( Aj: F,v +E5).r + (Fj? 4- Bj (Ea; -t- Dy 4- Cs)- 

= Aa-- 4 - H- C3®4- aDjs + 2 Esa: 4 - aFa;/. 

Si I’on pose au contrah’e 

f 

= L — j 

y 

I’equation ( 25 ) sera reduite a 

I sc 

-X 1 .>' = O. 
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DIFFfiRBKTlELLES DBS DIVERS OBDRES PODR LES FOIfCTIONS 0E PIUSIECRS VARIABLES 


Soil 

II — y 9 -j* • • • ) 

une fonction de plusieurs variables independantes x,y, z, — Si 
Ton differentie cette fonction plusieurs fois de suite, so it par rapport 
a toutes les variables, soit par rapport a Tune d’elles seulement, on 
obtiendra plusieurs fonctions nouvelles dont chacune sera la derivee 
totale ou partielle de la precedente. On pourrait metne concevoir que 
les differentiations successives se rapportent tantot b une variable, 
tantot a une autre. Dans tous les cas, ie resultat d’une, de deux, de 
trois, . . . differentiations, successivement effectuees, est ce que Ton 
appelle une diffirentielle totale ou partielle du premier, du deuxieme, 
du troisieme, . . . ordre. Ainsi, par exemple, en differentiant plusieurs 
fois de suite par rapport a toutes les variables, on formera les diffe- 
rentielles totales du, ddu, dddu, . . . que Ton designe, pour abreger, 

par les notations du, d-u, d^u Au contraire, en differentiant 

plusieurs fois de suite par rapport a la variable x, on formera les dif- 
ferentielles partielles d^u, d^d^u, d^d^d^^u, . . . que Ton designe par 
les notations dj.u, d^u, d^u, — En general, si n est un nombre 
entier quelconque, la differentielle totale de I’ordre n sera reprc- 
sentee par d'‘u, et la differentielle du meme ordre relative a une 
seule des variables x, y, z, ... par d"u, d"u, d"u, — Si Ton diffe- 
rentiait deux ou plusieurs fois de suite par rapport a deux ou a plu- 
sieurs variables, on obtiendrait les differentielles partielles du second 
ordre, ou des’ordres superieurs, designees par les notations d^dyU, 
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dyd^u, dicd^u, d^dyd^u Or il est facile de voir que les diffe- 

rentielles de cette espece conservent les memes valeurs quand on 
intervertit I’ordre suivant lequel les differentiations relatives aux 
diverses variables doivent etre efifeetuees. On aura, par exemple, 

^ J ^ dy CC — — dy d^ It • 

C’est effectivement ce que Ton peut demontrer comme il suit. 

Concevons que Ton indique par la lettre x, placee au has de la 
caracteristique A, I’accroissement que revolt une fonction de x, y, 
z, ... lorsqu’on fait croitre x seule d’une quantite infiniment petite 
adx. On Irouvera 

{•}) =f{x -I t a-dx, y,z, . y, z, . . .), 

( 3 ) AxdyU~dy{U -h — dyll = dyAxlt 


et, par suite, 


AxdyU dyAgU 

X X 



puis, en faisant converger a vers zero, et ayant egard a la seconde des 
formules (2), on obtiendra I’equation (i). On etablirait de la meme 
maniere les equations identiques dy.d^u — d.dxU, dyd^u = d^dyU 


Exemple. — Si Ton pose u = arc tang — > on trouvera 


-c/x. 


dyll : 




•r 


- dy^ dydx^^ d>x d^y ~ 


x'^ — 






L’equation (1) etant une fois demontree, il en resulte que, dans une 
expression de la forme dy,dydx...u, il est toujours permis d’echanger 
entrc elles les variables auxquelles se rapportent deux differentiations 
consecutives. Or il est clair que, a I’aide d’un ou de plusieurs echanges 
de cette espece, on pourra intervertir de toutes les manieres possibles 
I’ordre des differentiations. Ainsi, par exemple* pour deduire la dif- 
ferentielle d^dyd^u de la differentielle d^dyd^u, il suffira d’amener 
d’abord par deux echanges consecutifs la lettre a? a la place de la 
lettre s, puis d’echanger les lettres y et z, afin de ramener la lettre j' 
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a la seconde place. On pent done affirmer qu’une differentielle de la 
forme d^dyd^.. .u a une valeur ind^pendante de I’ordre suivant lequol 
sont effectuees les diflPerentiations relatives aux diverses variables. 
Cette proposition subsiste dans le cas meme oil plusieurs differentia- 
tions se rapportent a rune des variables, comme il arrive pour les dif- 
ferentielles d^d^d^u, d^d^d^d^u, — Lorsque cette circonstance se 
presente, et que deux ou plusieurs differentiations consecutives sont 
relatives a la variable x, on ecrit, pour.abreger, an lieu de 
dx au lieu de d3.d3.da Cela pose, on aura 


d^dyii — dadydaU, d^dyd.u z=dadydadzd3.u. — dyd%d~u=...., 

dl.d].u~dldlu, dxd^.dlu —dadld^.u ^dldadlu-=.. . 

et generalenient, etant des nombres entiers quelconques, 


( 4 ) 


d'adl^d’l ...u~ d'adl d'^...u = d’^d'^dl ...u: 


Comme, en differentiantunefonction desvariablesindependantesa?, 
y,z, ... par rapport a I’une d’elles, on obtient pour r 4 sultat une nou- 
velle fonction de ces variables multipliee par la constante finie dx, 
ou dy, ou rfs, . . . , et que, dans la differentiation d’un produit, les fac- 
teurs constants passent toujours en dehors de la caracteristique d; 
il est clair que, si I’on effectue Tune apres Tautre, sur la fonc- 
tion u = f{x,y,z , ...), I differentiations relatives \ x,m differen- 
tiations relatives a r, n differentiations relatives a z, etc., la differen- 
.tielle qui r^sultera de ces diverses operations, savoir d^d^d" .. .u, 
sera le produit d’une nouvelle fonction de x, y, z, ... par les fac- 
teurs dx, dy, dz, . . . eleves, le premier a la puissance le second 
a la puissance le troisieme ala puissance etc. La nouvelle 
fonction dont il s’agit ici est ce qu’on nomme une derivie partielle dew, 
de I’crfifre/ -f- n -I- . .. . Si on la designe par Tz(^x,y, z, . . .), on aura 

( 5 ) di.dfd2...u = m{ir,y,s, .. .)d'ad^ . . . 


et, par suite, 

( 6 ) . 




d'xdfd'}...U 
■' dx^dy'»-dz“’. . . ‘ 
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II est facile d’exp rimer les differentielles totales d^u, d^u, ...k I’aicle 
des differences partielles de la fonction u ou de ses derivees partielles. 
En effel, on tire de la formule (ra) (seizieme Legon) 

d- u — ddu — dji^du + dydu 4- d^da -h . . . 

— ” d^ ( d^ ic 4— dy it H— d~ it 4" • • • ) 

4“ dy ( dj^ U 4“ dy IL 4“ d^ W 4” • • • ) 

4-- ^2 ( d^ ii 4- dy if 4- 4“ . . . ) 

et, par suite, 


( 7 ) d^ u d% u d^u dl u 2 djsdy u -\- 2 d^d^ u H-.. ^ 4- 2 dyd^ « 4 - . . . 

OU, ce qui revient au meme. 




-^dy^ 
dy^ ^ 




dsrdyU J , 

2 -T — T“ dx dy ■ 
dx dy 


dxd:,u 


dxdz ■ 


dvd.u 


-dydz 


On obtiendrait avec la meme facilite les valeurs de d?u^ dUi, — 
Exemples 

d^ ( xyz ) zzz Q,{x dy dz y dz dx z dx dy)y d^{ xyz )zzz^dx dy dz^ 

( ^2 _|_ -2 ^ ^ =z 2 ( dx'^ -4 dy"^ 4- dz^ 4- . . . )> 

( j :® 4 - 4 - 4 - . . . ) ~ ^ ( dx^ 4 - dy^ 4 - dz^ 4 - . . . )» 


Pour abreger, on supprime ordinairement, dans les equations (6), 
(8), etc., les lettres que nous avons ecrites au bas de la caracteris- 
tique d, et Ton remplace le second membre de la formule (6) par la 
notation 

dx^ dy'^ dz*‘', . . 

Alors les derivees partielles du second ordre se trouvent representees 
par 

^ d^u d^u d'u d^u d^u d~u 

(Tx^^ ^3^’ dz^^ ' ^ dxdy^ dxdz^ ^ dydz^ ^ 
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les derivees partielles du troisi'eme ordre par 

u d^u u 

dx^ ’ dx^ dy’ dx dy^' 

et la valeur de d- u se reduit k 


(lO) 




dUi 

dz^ 

d^u 


‘ dxdi 


- dx dz 


d-u 
' dyd: 


r^dy dz ■ 


Mais il n’est plus permis d’effacer, dans cette valeur, les differen- 

tielles dx, dy, dz, attendu que ••• ne designent pas 

les quotients qu’on obtiendrait en divisant d-u par dx^ ou par 
dx dy 

Si, au lieu de la fonction u = f{x, y,z , .)» considerait la sui- 
vante 


f n ) j = F(m, . . .), 

les quantites u,v,w,... etant elles-memcs des fonctions quelconques 
des variables independantes x, y,z , les valeurs de d^s, d^s, . . . 
se deduiraient sans peine des principes etablis dans la dix-septieme 
Leqon. Effectivement, en differentiant plusieurs fois la formule (n), 
on trouverait 


ds 


< 2 F(h, v,w, ■•■) df{u, p,w, ■ ■ ■) 
du civ 


dY{u, (j, (Ts . . . ) 


dw 


dw - 




du- 

v,w, ...) 

dudv 




du 


cPii- 



Exemples : 
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d’' {a + v) — d'Ui -h d'‘v, d”-{u — v) =.d"'u — d" v, 

d"(^u -i- v\/ — i) -= rf" M + \/ — id" 
d" {au bv + c(v + a d" u -i- b d" ('+ c d" tv + . 

Parmi les equations que Ton pent deduire des formules ( 12 ), on 
doit distinguer celles qui determinent ies difFerentielles d’une fonc- 
lion s de plusieurs variables u, v, w, ... dont chacune est a son lour 
line fonction llneaire d’autres variable's supposees independantes. 
Soient, en effet, a, b, c, ..., & des quantiles constantes, et 

(i3) u=z ax by cs . .-i- 

unc fonction lineaire des variables independantes x,y, z La dif- 

ferentielle 

( r4 ) • du := a djc -h b dy c dz , 

sera elle-m6nie une quantile constante, et par suite les difieren- 
tielles d'-u, d^u, . .. se r6duiront toutes k zero. On conclut immedia- 
tement de cefte remarque que les diff^rentielles successives des 
fonctions 

F(m), F(«, r), F(i<,«’, (v, ...) 


conservcnt la meme forme dans le cas oil u,v,w, ... sent conside- 
rees comme variables independantes, et dans le cas oil «, v, «% ... 

sont des fonctions lin^aires des variables independantes x, y, z, 

Ainsi on trouvera dans les deux cas, pour s = r(w), 

ds=z¥'{u) ditf d^s=i¥"{u)du^y d^s — du^^ 

dnsz=zF^'^^{u) du^^; 



pour ^ = F(m, p), 


(x6) 



d^Fju, v) 
du'^ 


du^-^ 

4 - 


n d^F{u^ ^0 
i da^^-^ dp 

n d^F{UyV) 
I dadp^-^^ 


dii^"'^ dp 
du dp 


^ dv"’ 




dv"; 

67 
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pour^ = F(«)F(('), 

I d’^s = F<“)(«) F(t<) + -F<“-'> («) F '( (’) dv + ... 

(’7) 

+ ^ F'(tt) du df’"-' + F(«) F<'‘'(<’) 

etc. 

Ces diverses equations subsistent, lors meme que, u, v, tv, ... etant 
fonctions lineaires de x, y, s, ... , les coristantes a, b, c, . . . , k, 
comprises dans u, ... deviennent imaginaires. On a, par exemple, 
pour s = f{x+y\l— i), 

[ = ¥(x-hy\/—i)(dx + \/— I dy), 

(i8) 

( r^/— i) + I dy)"’, 

^OUTS = ?{x—y\l— i), 

( rfs = W{x—y\f^i){dx — \l—\dy), 

('9) 

( a!“i = F<")(a! — y i){dx — \!—i dyy‘; 

pour s =5 F(a5 + 7 ) F (» — y ) > 


I = F('‘)(aj +y\/—i)¥(x—y\/—i){dx+\/—i dy)" 

+ +7 v'^) ¥'{x-y<f^i){dx + \/~i dyY'^dx - \/~i dy) 

, + 

I +7F'(a;+ r^— i)F<''-‘’(j? — yy/— + dy)'‘~' 

+ F(a; -+- y \/Cr7) FW (^ _ y yCT^) (rfj, _ 


On obtiendrait encore avec la plus grande facilite les differen- 
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tiellos des fonctions implicites de plusieurs variables independantes. 
II suffirait de dilFerentier une ou plusieurs fois les equations qui 
determineraieiil ces memes fonctions, en considerant comme con- 
stantes les differentielles des variables independantes, et les autres 
differentielles comme de nouvelles fonctions de ces variables. 
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DIX-NEUVIEME LECON. 


MiTHODES PROPHES A SIMPLIFIER LA RECHERCHE DES DtFF^REt(TIELLES TOTALES POUR 
LES FONCTIONS DK PLUSIECRS VARIABLES INDfiPENDANTES. VALEURS SYMBOLIQUES 
DE CES DIFFERENTIELLES. 


Soit toujours 

une fonction do plusieurs variables independantes x, y, z, et 
designons par 

ses derivees partielles du premier ordre relatives a a?, a^;)^, k 5, 

Si Ton fait, comrae dans la seizieme Legon, 

(i) F(a) — /(x -1- at dx,y -H xdy, s + arfs, . . 

puis, que Ton dilferentie les deux niembres de I’equation (i) par rap- 
port a la variable a, on trouvera 

F'(«) = o{x + <xdx,y -+■ xdy, s -^-ads, ...)dx 
( j; 4 - a dx,y 4 - x dy, s 4- a rfs, ...)dy 
4 - 41 ( j: 4 - oc ctdj, y 4- a dy, 3 4- « dz, . . .) dz 
4 - 

Si, dans cette formule, on pose a = o, on obtiendra la suivante 

( F'(o) = o(j*,7,3, ...)dx-hxi^,y,z, ...)dy 
(3) i 

I +'i>(x,y, z, . . .) dz -h. . da, 

laquelle s’accorde avec I’equation (20) de la seizieme Lecon. De plus, 
il resulte evidemment dela comparaison des equations (i) et (2) que. 
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en differentiant, par rapport k a, iine fonction des quantites variables 
(4) x-irxdqi, y + ady, s + ocds, 

on obtient pour derivee une autre fonction de ces quantites eom- 
binees d’une certaine maniere avec les constantes dx, dy, dz, — 
De nouvelles differentiations, relatives a la variable a, devant pro- 
duire de nouvelles functions du rnfime genre, nous sommes en droit 
de conclure que les expressions (4) seront les seules quantites 
variables renfermees, non seulement dans F(a) et F'(a), mais aussi 
dans F"(a), F"(a), . . . , et generalement dans F'">(a), n designant un 
nombro entier quelconque. Par suite, les differences 

F(a)-F(o), F'(«)-F'(o), F''(a) - F"(o), Ff")(«) - F<»)(o) 

seront precisement egales aux accroissements que recoivent les fonc- 
tions de x,y, z, ... representees par 

F(o), F'(o), F», ..., F<»)(o), 

lorsqu’on attribue aux variables independantes les accroissements 
infmiment petits a.dx, a.dy, adz, .... Cela pose, comme on a 

F(o) = m, 



En resume, on aura 


( 3 ) 


( w = F(o), 
j rf»« = F''(o), 


du = F'(o), d^u = F''(o), 
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Ainsi, pour former les difFerentielle's totales du, d-u, d"ii, il suf- 
fira de calculer les valeurs particulieres que reooivenl les fonctions 

dSrivees F'(a), F"(a) F"'(a). dans le cas oil la variable a s’eva- 

nouit. 

Parmi les methodes propres a simplifier la recherche des differen- 
tielles totales, on doit encore distinguer celles qui s appuient sur la 
consideration des valeurs symboliques de ces differentielles. 

En Analyse, on appelle expression symholique ou symbols toute com- 
hinaison de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-meme, ou 
a laquelle on attribue une valeur diflTerente de celle qu’elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de meme Equations symboliques toutes 
celles qui, prises a la lettre, et interpretees d’apres les conventions 
generalement etablies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut deduire des resultats exacts, en modifiant ou alterant, 
selon des rfegles fixes, ou ces equations elles-memes, ou les symboles 
qu’elles renferment. Dans le nombre des equations symboliques qu’il 
est utile de connaitre, on doit comprendre les equations imaginaires 
{voir ['Analyse algebrique, Chapitre VII) et celles que nous allons 
etablir. 

Si I’on designe par a, b, c, .... des guantites constantes, et par 
I, m, n, p, q, r, ... des nombres entiers, la differentielle totale 
de I’expression 

(6) ad'^d'y^d^. .. u + bcird^d^. .. u-\-. , . 

sera donnee par la formule 

I d[ad[^df d“. . . u + bd^dyd^ — U-+- — ) 

= dxiad'^df d^.. . u + bd%d’^d’^.. ,u+.. .) 

+ dy{ad'xd^ d^.. . u + bdrdj.d'l. . . u . 

-+■ d 3 (a djc d^ d'i . . . u -t- bd^d^dC.. . . . 

= ad'y^ d‘^d^...u+ adi, d^*^ rf?. . . -t- a 

De cette formule, r6unie a I’equation (4) de la dix-huitieme Legon, 
on ddduit immediatement la proposition suivante : 
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Th^or6me. — Pour obtenir la differentielle totals de V expression (6), 
il suffit de multiplier par d le produit.des deux facteurs 

a did':... ■+■... et ii, 

en supposant 

d "ZZl dx~\~ dy -t- C?- -H . . .y 

et opdrant comme si les notations d, d^, dy, d^, . . . representaient de peri- 
tables quantites distinctes les unes des autres, de developper le nouveau 
produit, en ecrivant, dans les diffirents termes, les facteurs a, b, c, ... 
d la premiire place, et la leltre u ala derniire; puis de concevoir que, 
dans chaque terme, les notations d^, dy, d^, ... cessent de representer 
des quantiles, et reprennent leur signification primitive. 

Exemples. — En determinant, a I’aide de ce th^oreme, la differen- 
tielle totale de I’expression 

( 8 ) dxU-hdyii-^dsU-^. .., 

on obtiendra precisement la valeur de ddu ou de d^u que fournit 
I’equation (7) de la Legon pr^cedente. En appliquant de nouveau le 
theorbme a cette valeur de d^u, on obtiendra celle de d^u, et ainsi 
de suite. 

Nota. — Lorsqu’on ne fait qu’indiquer les multiplications a I’aide 
desquelles on peut, d’apres le theoreme, calculer la differentielle 
totale de I’expression (6), on obtient, au lieu de I’equation (7), la 
formule symbolique - 

( diad'di: dt. . .11+ bd'x d^d ''.. . . « -h. . .) 

(q) 

I z={ad‘xd'^dl...+ bd%dld':...-h...){dx^dy+d:-i-...)u. 

Comme, dans la formule (9), les notations d^,, dy, d^, ... sont em- 
ployees pour representer des differentielles, cette formule, prise a 
la lettre, n’a aucun sens; mais elle redevient exacte des qu’on a deve- 
loppe son second membre a I'aide des regies ordinaires de la multi- 
plication algebrique, et en operant comme si d^, dy, d^, ... etaient 
de veri tables quantites. 
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Lors({u’a 1’ expression (6) on substitue I’expression (8), et que 1 on 
differentie cette dernifere plusieurs ibis de suite, on obtient par les 
tnemes precedes les valeurs symboliques des differentielles totales d- u, 
d^u , savoir 

{dx+dy + d ,+. . .) {dx+ dy-\-d .+. . .)«, 

{dx+dy + d.+. ..){dx+dy+d;+...){dx+dy+d; + ...)u, 


En joignant a ces valeurs symboliques celle de du, puis ecrivant, pour 
abreger, 

{dx+ dy+ d. + . . .y aulieude (dx+dy+d.+ ...)(dx+dy+d.+ ...), 

(dx+dy+ d -+.. .)’ an lieu de {dx+dy+ d--i-.. .) (dx+ dy + d. + . . .) {dx+ dy + d,+ . . .), 


on formera les 6quations symboliques 

du ^ ^dx~\~ dy~\“ d^-^ • , t)iif 
d^ u {dx~h dy-\~ df-^ , , ^y Uf 

d^u = (dx + dy+d.+, . .)*«, 


et Ton aura generalement, n designantun nombre entier quelconque, 
(n) d^ u — (dx~i~ dy~h dg-}- . , .y^ u, 

Soit maintenant 

(>2) S = F(«,(',U?, ...), 

«, V, w, ... etant des fonctions des variables independantes x, y,. 
5, .... On trouvera encore 

(<3) d'‘s — {dx+dy+d,+...)’'s. 

11 est tres facile de developper le second membre de cette derniere 
equation, dans le cas particulier ob Ton suppose « fonction de x 
seule, V fonction de y seule, w fonction de s seule, etc. D’ailleurs, 
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pour passer de ce cas particulier au cas general, il suffira evidem- 
ment de remplacer 

d^u, dlu, d^u, ... par du^ cPu, cPu, .... 

dyC, d^yV, ..., ... par dv, <Pv, 


c’est-a-dire d’effacer les lettres x, y,z; ... placees au bas de la carac- 
teristique d. Done il sera facile, dans tons les cas, de tirer de la for- 
mule (i3) la valeur de d'^s. Prenons, pour fixer les idees, s = uv. En 
operant comme on vient de le dire, on trouvera successivement 


(i4) d"'{iiv) =: + Y dxa.d'^'v+ ^ dl.udy~^v + .. . + j dy(’d"r' u + vd'^ii. 


(i5) d'‘(uv)z=ud'‘v-+- — dud"’~^f> + — — d^ud"~^i’ + . . .-h — dvd“~^u -hvd'^u. 

I 1.2 n 


La derniere formule subsiste, quelles que soient les valeurs de u, v 
et X, y, et dans le cas meme oil u, v se r^duisent b deux functions 
de X. 


Exemple 

r n n{n--i) n(/i — i) (/i — 2) 
\ 0? / X L 


4 - 


/i ( /I — I ) , . . 3 . 2 . 
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VIN&TIEME LECON. 


MAXIMA ET MINIMA BBS FONCTIONS ®E PLCSIEURS TAEIABLES. 


Lorsqu’une fonction do plusieurs variables independantes x, y, 
s, ... atteint une valeur particulifere, mais reelle, qui surpasse toutes 
les valeurs reelles voismes, c’est-a-dire toutes celles qu’on obtien- 
drait en faisant varier x, y, z, ... en plus ou en moins de quantit^s 
tres petites, cette valeur particuliere tie la fonction est ce qu’on 
appelle un maximum, 

Lorsqu’une valeur particuliere d’une fonction de x, y, z, ... est 
reelle et inferieure a toutes les valeurs reelles voisines, elle prend 
le nom do minimum. 

La recherche des maxima ct minima des fonctions de plusieurs 
variables se ramene facilement a la recherche des maxima et minima 
des fonctions d’une seule variable. Eh effet, supposons quo 

devienne un maximum pour eertaines valeurs particuli^res des va- 
riables ar, j, 5 En attribuant k ces valeurs particulieres des 

accroissements infiniment petits da;, Ay, Az, ... choisis de maniere 
que I’expression 

/(j; + Ax,7-4-Ay, 5-4-Ai, ...) 

reste reelle, on devra trouver constamment 

(0 Air,/ + A/,s-HAs, ...)</(^,y, 

D ailleurs, pour que les accroissements Ax, Ay, ... deviennent 
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infiniment petits, il sufiit de prendre 

Air =r a dx, Lyxzot. dy. As = a dz, . 

dx, dy, dz pouvant etre des quantit6s flnies quelconques, et a desi- 
gnant une quantite positive ou negative, mais infiniment petite. Par 
consequent, dans I’hypothese admise, on aura 

( 2 ) f{x + ctdx,y + <xdy,z + adz, . . .Xf{x, y, z, ...), 

quelles que soient les valeurs attribuees a dx, dy, dz, ..., pourvu 
qu’on les choisisse de maniere a rendre reel le premier membre de 
la formule^a). Or, si Ton fait, pour abreger, 

(3) f{x + « dx,y xdy, z + adz, .. .) = F(a), 
la formule ( 2 ) se trouvera reduite a la suivante : 

(4) F(a)<F(o). 

Celle-ci devant subsister, quel que soit le signe de «, il en resulte 
que, si a seule varie, F(a), consideree comme fonction de cette 
unique variable, deviendra toujours un maximum pour a = o. 

On reconnaitra de meme que, si f{x,y, s, , . devient un minimum 
pour certaines valeurs particulieres attribuees 2iX,y,z, . . . , la valeur 
de F(a) sera toujours un minimum pour a = o. 

Reciproquement, si I’on attribue z. x,y, z, ... des valeurs telles 
que F(a) devienne un maximum ou un minimum pour a = o, quelles 
que soient dx, dy, dz, ..., ces valeurs produiront evidemment un 
maximum ou un minimum de la fonction f{x,y, z, . . .). 

Observons maintenant que, si les deux fonctions F(a), F'(a) sont 
Tune et I’autre continues par rapport a a, dans le voisinage de la 
valeur particuliere a = 0 , cette valeur ne pourra fournir un maximum 
ou un minimum de la premiere fonction qu’autant qu’elle fera eva- 
nouir la seconde (voir la septieme Leqon), c’est-k-dire qu’autant que 
Ton aura 


(5) 


F'(0)=:0. 
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Comme on aura d’ailleurs [uoir la formule (20) de la seizieme Lecon] 

(6) F'(o) =:du, 

I’equation ( 5 ) pourra etre presentee sous la forme 

( >7 ) 

Enfin, comme les fonctions F(a) et F'(a) sont ce que deviennent u 
et du, quand on y remplace x par x -tadx, y par y + a-dy, z par 
z-\-adz, . . . , il est clair que, si ees deux fonctions sont discontinues 
par rapport a a, dans I'e voisinage de la valeur particulia’e a = o, 
les deux expressions u et du, considerees comme fonctions des 
variables x,y, z, .... seront discontinues par rapport a ces variables 
dans le voisinage des valeurs particulieres qui leur sont attribuees. 
En rapprochant ces remarques de ce qui a ete dit plus haut, nous 
devons conclure que les seules valeurs de x, y, z, propres a 
fournir des maxima ou des minima de la fonction ii, sontcelles qui 
rendentles fonctions « etdu discontinues, ou bien encore celles qui 
verifient I’equation (7), quelles que soient les constantes finies dx, 

dy, ds Ces principes etant admis, il sera facile de resoudro la 

question suivante : 

ProblIme. — Tromer les maxima et tes minima d’une fonction de 
plusieurs variables. 

Solution. — Soit u = /(x,y, z, ...) la fonction propos^e. On cher- 
chera d'abord les valeurs de x, y, s, ... qui rendent la fonction u 
ou du discontinue, et parmi lesquelles on doit compter celles que 
I’on deduit de la formule 

( 8 ) du=±QO^ 

On chercliera, en second lieu, les valeurs de x,y,z, ... qui verifient 

I’equation ( 7 ), quelles que soient les constantes finies dx, dy,dz, 

Cette equation, pouvant ^tre mise sous la forme 
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entraine evidetnment les suivantes 


(lo) 


du da da 



dont on obtient la premiere en posant dx — i, dy = q, dz = o, . . . ; 

la seconde en posant dx = o, dy=.\, dz = o, Remarquons, 

en passant, que,- le nombre des equations (lo) etant egal a celui 
des inconnues x, y, s, on n’en deduira ordinairement pour ces 
inconnues qu’un nombre limite de valeurs. 

Concevons a present que Ton considfere en particulier un des sys- 
temes de valeurs que les precedentes recherches fournissent pour les 
variables x,y, z, — La valeur correspondante de la fonction 


sera un maximum, si, pour de tres petites valeurs numeriques de a 
et pour des valeurs quelconques de.c?aj, dy, , la difference 

(ii) f{x + ct.dx,y + a.dy,z + ci.dz, . . .) — 5, • - .) 


est constamment negative. Au contraire, 

f{x,y,z, ...)• 

deviendra un minimum, si cette differenjce est constamment positive. 
Enfin, si cette difference passe du positif au negatif, ta-ndis que Ton 
change ou le signe de a, ou les valeurs de dx, dy,dz, la valeur 
trouvee de 

•••) 

ne sera plus ni un maximum nr un minimum. 

Nota. — La nature de fa fonction u pent etre telle que, a une infi- 
nite de syst'emes diff6rents de valeurs attribuees a x, y, z, ... cor- 
respondent des valeurs de u egales entre elies, mais superieures ou 
inferieures k toutes les valeurs roisines, et dont chacune soit en con- 
sequence une sorte de maximum ou. de minimum. Lorsq,ue cette cir- 
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Constance a lieu pour des systemes dans le voisinage desquels Ics 
fonctions u et da restent continues, ces systemes verifient certaiiic- 
ment les equations (lo).- Ces equations peuvent done quelquefois 
admettre une infinite de solutions. C’est ce qui arrive toujours quand 
ellcs se deduisent en partie les unes des autres. 

II cst facile de reconnaitre les avantages que peut offrir la conside- 
ration des differentielles totales des divers ordres, dans la recherche 
des maxima et minima des fonctions de plusieurs variables. En effet, 
d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, pour que certaines valeurs attribuecs 
aux variables independantes a;, y, -, • • • produisent un maximum ou 
minimum de la fonetion 

u—f{ar,y,z, ...), 

il est necessaire et il sufBt que la valeur correspondante de 

F ( a) = /( .a; -r cc ^ » • ' ' ) 

devienne toujours un maximum ou un minimum, en vertu de la sup- 
position a = o. Or F(a) deviendra effectivement un maximum ou 
un minimum pour a = o, quelles que soient d’ailleurs les differen- 
tielles dec, dy, ds, si, pour toutes les valeurs possibles de ces 
differentielles, la premiere des quantites F'(o), F"(o), F"'(o), ... qui 
ne sera pas nulle correspond a un indice pair, et conserve toujours 
le meme signe (uojrla septifeme Le^on). Ajoutons quo F(o) sera un 
maximum, si la quantite dont il s’agit est toujours negative, et un 
minimum, si elle est toujours positive. Lorsque celle des quan- 
tites r'(o), F"(o), F"(o) qui cesse la premiere de s’evanouir cor- 
respond k un indiee impair, pour toutes les valeurs possibles de 
dx, dy, dz, on settlement pour des valeurs particulieres de ces 
m§mes differentielles; ou bien encore, lorsque cette quantite est 
tantot positive, tantot negative; alors F(o) ne peut pirns 4tre ni un 
maximum, ni un minimum. Si maintenant on a egard aux equa- 
tions (5) de la dix-neuvieme Legon, savoir 

F(o) = m, F'(o)=:rf«, F''(o} = rf*«, ..., 
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on deduira des remarques que nous venons de faire la proposition 
suivante : 


TiiEORfiME L — Soil u = f(cc,y, s, . . .) une fonciion donnee des variables 
independantes . J, z, .... Pour decider si un systime de valeurs de x, 
j, z, . . . , propre a verifier les formules (lo), produit un maximum on 
un minimum de la fonciion. on calculera les valeurs de d“Uy d^u^ 
d^*u^ — qui correspondent a ce systeme^ et qiii seront endemment des 
polyndmes dans lesquels il Jiy aura plus d*arbitraire que les differen-^ 
iielles dx, dy^^ dz, Soil 


(12) 


ii 


dx^- 




n d/^u , „ , , 
- j - „ I dx-"-^ dy 

I dy 


le premier de ces polyndmes qui ne s ivanouira pas, n designant un 
nombre enlier qui pourra dependre des valeurs altrihuies aux differen- 

tielles dx, dy, ds, Si, ppur toutes les valeurs possibles de ces dif- 

ferentieiles, n est un nombre pair et d^u une quantite positive, la valeur 
proposee de u sera un minimum^ Elle sera un maximum, si, n. etant 
toujours pair, d^u reste toujours negative. Enjin, si le nombre n est 
quelquefois impair, ou si la differentielle d'‘u est tantdt positive, tantdt 
negative, la x^aleur calculie de u ne sera ni un maximum, ni un 
minimum. 


Nota. — Le theoreme precedent subsiste,. en vertu des principes 
ci-dessus 6tablis, toutes les fois que les fonctions F(a), F'(a), . 

sont continues par rapport a a, dans le voisinage dc la valeur 
particulibre a = o, ou, ce qui revient au meme, toutes les fois que u, 
du, d^u, d'^u sont continues, par rapport aux variables x, y, 
z, dans le voisinage des valeurs particuli^res attribuees a ces 
m^mes variables. 

Cordlaire I. — Concevons que, pour appliquer le theoreme, on 
forme d’abord la valeur de I’expression 
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en substituant les valeurs de x, y, s, ... tirees des formules (lo) 


dans les fonctions derivees 


u u 


d^u 

’ dxdy^ 


— On trouvera 


zero pour resultat, si toutes ces derivees s^evanouissenl. Dans 1 hypo- 
th&se contraire, seraune fonction homogene des quantiles arbi- 
traires dx, dy, dz, . . . ; et, si I’on fait alors varier ces quantiles, il 
arrivera dc trois choses I’une t ou la di/F6rentielle d'u conservera 
constamment Ic m6me signe, sans jamais s’evanouir, ou elle s’eva- 
nouira pour certaines valeurs de dx, dy, dz, .... et reprendra Ic 
meme signe toutes les fois qu’elle cessera d’etre nulle, ou cllc sera 
tantdt positive et tanfot negative. La valeur proposee de u sera tou- 
jours un maxiiuuui ou un minimuni dans le premier eas, quelque- 
fois dans le second, jamais dans le troisieme. Ajoutons que Ton 


obtiendra, dans le second cas, un maximum ou un minimum, si, 
pour chacun des systemes de valeurs de dx, dy, dz, ... propres a 
verifier I’equation 

<Pu-=o, 


la premifere des diff'erentielles d^u, d^u, ... qui ne s’evanouit pas 
est toujours d’ordre pair et alfectee da meme signe que celles des 
valeurs de d^u qui different de zero. 

Corollaire II. — Si la substitution des valeurs attribuees a x, y, 
z, ... reduisait a zero toutes les derivees du second ordre, alors, 
cPm 6tant identiquement nulle, il ne pourrait y avoir ni maximum, ni 
minimum, a moins que la meme substitution ne fit encore 6vanouir 
c?*«, en reduisant k zero toutes les derivees du troisieme ordre. 

Corollaire III. — Si la substitution des valeurs attribuees a x, y, 
z, ... faisait evanouir toutes les derivees du second ordre et du troi- 
sibme, on aurait identiquement 

lPu-=0, d*u=:0, 

et il faudrait recourir k la premiere des diflfkrentielles d*u, d^u, . . . 
qni ne serait pas identiquement nulle. Si cette differentielle etait 
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d’ordre impair, il n’y aurait ni maximum, ni minimum. Si olle 
clait d’ordre pair ou de la forme 




dx-'" 


df- 


im d^'‘‘ii , , , , 


il pourrait arriver de trois choses Tune : ou la differentiello donf il 
s’agit conserverait constamment le meme signe, pendant que Ton 
ferait varier dx, dy, dz, ... sans jamais s’evanouir; ou bicn elle 

s’evanouirait pour certaines valeurs de dx, dy, dz et repren- 

drait le meme signe toutes les fois qu’elle cesserait d’etre nulle; ou 
elle serait tantot positive, tantot negative. La valeur proposee de u 
serait toujours un maximum ou un minimum dans le premier cas, 
quelquefois dans le second, jamais dans le troisieme. De plus, afin 
de decider, dans le second cas, s’il y a maximum ou minimum, il 
faudrait, pour chaque systfeme de vajeurs de dx, dy, dz, . . . propres 
a verifier I’equation 

u = o. 


chercher parmi les differentielles d’un ordre superieur a 2 /w, celle 
qui la premiere cesse de s’evanouir, et voir si cette differentielle est 
toujours d’ordi’e pair et affecteo du meme signe que les valeurs do 
d-’"^u qui different de zero. 

Il est essentiel d’obscrver que la valeur de d-"‘u, donnee par la for- 
mule (i4)> etant une fonction entiere, et par consequent continue, 
des quantiles dx, dy, dz, . . . , ne saurait passer du positif an negatif, 
tandis que ccs quantiles varient, sans devenir nulles dans I’intervalle. 
Remarquons en outre que, si la quantite u etait une fonction impli- 
cite des variables x, y, z, ..., ou si quelques-unes de ees variables 
devenaient fonctions implicites de toutes les autres, chacunc des 
quantiles du, d^u, d^u, ... se trouvcrait determinee par le raoyen 
d’une ou de plusieurs Equations differentielles, en fonction des dif- 
ferentielles des variables independantes. 

‘ Exemples. — Pour montrer une application des principes ci-dessus 

OEavres de C. — S. II, t. IV. 69 
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etablis, supposons 

(15) II ~ A.r®-f- 2 Bjcy + C/--+- aD^ 4- aEy 4- F. 

La fonction u et ses difFerentielles du premier et du second ordre, 
savoir 

(1 6 ) du = 2 {Ax 4 - By 4 - D) da; 4 - a(Ba? 4 - Gy 4 - E) dy 

et 

(17) d'-u~2{Adx--h-i'Bda;dy -\-Cdy^), 

resteront continues pour des valeurs fmies quelconques des va- 
riables as, y. De plus, comme (^^asera une quantite constante, d^u, 
d^u, ... s’^vanouiront. Par suite, les seules valeurs de x et.y qui 
pourront produire un maximum ou un minimum de la fonction w 
seront cedes que determinent les Equations 


(« 8 ) 

H- B/ - 4 - D 0, 

Ba: 4- Cy 4- E — 0, 

savoir 

(19) 

BE -CD 

BD-AE 

~ AC - B* ’ 

^ ~ AC-B‘ 


D’autre part, la valeur de d^u, fournie par I’equation (17), pourra 
etre presentee sous la forme 


( 20 ) 


d^u = 2A 





It moins que la constante A ne s’evanouisse. Cela pose, il est clair quo 
la fonction (i 5 ) admettra un maximum ou un minimum, si la condi- 
tion 


(21) AC-B*>o 

estremplie, savoir un minimum, dans le cas oii Ton aura 

(33) A>o, AC — B®>o, 

et un maximum dans le cas ou Ton aura 

( 23 ) . • A<o, AC- 4 B*>o. 
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En effet, les equations (19) fourniront, dans I’un et I’autre cas, des 
valeurs finies et determinees de £v, jy; et, de plus, I’expression (20) 
restera positive dans le premier cas, negative dans le second, quelles 
quo soient les valeurs attribuees aux differentielles dx, dy. Ajou- 
tons que la condition (21) ne peut subsister qu autant que la con- 
stante A differe de zero. 

Concevons maintenant que les constantes A, B, C veritient la con- 
dition 


( 24 ) 


AC-B*<o, 


qui se reduit, quand A s’evanouit, a 


( 25 ) B=>o. 

Les Equations (19) fourniront encore des valeurs finies et determinees 
de X, y. Mais I’expression (17) ou (20) changera de signe, ^tandis 
qu’on changera les valeurs des differentielles dx, dy. En effet, ,si 
Ton a 

(26) A"o, B*>o, 

I’expression (17), reduite au produit 
( ) 2 (2B -h C dy) dy, 

changera de signe avec dx, lorsque dy differera tres peu de zero ; et, 
si Ton a 


^28) A'^>o, AC — B-<o, 

I’expression (20) acquerra deux valeurs de signes contraires quand 
on prendra successivement 


(29) 

et 


da!->r^dy = o, dy^->o 


dx “H 


B 



dy = o. 


( 3 o) 



548 


LECONS SUR LE CALCUL DIFF^IRENTIEL. 

II suit do ces reraarques que, si la condition ( 24 ) est satisfaite, la 
fonction n^adrnGttra plus ni maxiinuni, iii minimum- 

Concevons enfin que les constantes A, B, C verifient la condition 

(3,) AC — B*=o. 

Si Ton n'a pas cn meme temps 

, 33 ) BE-CDrro et AE-BD~o, 

Tune des equations ( 19 ) fournira unc valeur inlinio do x ou de„v'» et 
la fonction (r 5 ) n’admettra point encore de maximum ou de minimum. 
Si, au contraire, les conditions (3i) et (da) sent satisfaites, on devra 
distinguer le cas oil Ton aura 

(33) B"->o 

et celui oil Ton aura 

1 

134) B*=o. 

Dans le premier cas, les forraules (3i) et (33) donneront 

(35) AC>o, k^C^>o, 

par consequent 

(36) A*>o et C^>o; 

et Ton tirera des formules (3i), ( 32 ) 

(37) C = ^, E = Jl), 

puis de I’equation (r5) 

X 4- ■!“ f 



ou, ce qui revient au meme, 
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Cela pose, toutes les valeurs de x ety propres a verifier la formule 


i4o) 



D 

A 


= 0 


produiront evidemment des valeurs de la fonction u egales entre elles, 
ainsi qu’au rapport 

AF - D» 

: ’ 


ct dont chacune pourra etre consideree comme un minimum si Ton a 
A > 0 , ou comme un maximum si Ton a A < o. 

Lorsque la condition (34) sera verifiee en m^me temps que les con- 
ditions (3i) et (32), les trois produits 

AC, AE, CD 


s’evanouiront, et par suite on aura necessairement ou 

(4i) A = o, B = o, C = o, 

(43) M = aDa- -I- aE/ -h F, 


ou 

(43) 

(44) 

ou bien 

(45) 

(46) 


A = 0 , B = o, D = o, 

u — C^^ -t" 3 E^ -4- F , 

B = o, C = o, E = o, 

= Aa:*-4- 2\)x F. 


Or il est clair quo la fonction u, determinee par I’equation (4^), 
n’admet ni maximum ni minimum, tandis que les fonctions (44) 
et (46) admettent, la premiere une infinite de maxima ou de minima 
egaux a — ^ — et correspondants a une valeur finie de y, mais a des 
valeurs quelconques de x, la seconde une infinite de maxima ou de 
minima egaux a — — et correspondants Si une valeur finie de x, 
mais a des valeurs quelconques de/. 
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Pour montrer une seconde application des formules precedemment 
obtenues, prenons 

(47) U =Z [cy — bz ly- + {az — cx m)- + — ay -h nf, 

% 

a, b, c, I, m, n designant des constantes dont les trois premieres dif- 
ferent de zero. Les equations (lo) donneront seulement 

cy — bz az — ex m bx — ay n 

(48) ^ =■- 1 - j 


D’ailleurs a chacun des systemes de valeurs de x, y, z qui verifieront 
les Equations (48). correspondront des valeurs positives de d^u, 
egales k celles que determine la formule 

(49) u — {c dy — b dz)- {a dz — cdxY+{bdx — a dyy. 


Done les valeurs correspondantes de u, qui seront toutes egales entre 
elles et au rapport 


(5o) 


{al -H bm - 1 - cnY 


pourront 6tre considerees comme representant chacune un minimum 
de lafonction proposee. 

Nous terminerons cette Legon en etablissant une proposition digne 
de remarque ct dont voici I’enonce : 

Tn^onfiME II. — Soit une fonction de s qui se presents sous forme 
reelle, de telle sorte que, x, y, R, T designant des quantitis rdelles, 
I’ equation 

(51) /(a;-4-7 (/— i)=:R(cosT-(-/— -I sinT) 
entraine toujours la suivante : 

(52) — 7V^) = R(cosT — v^sinT). 

la fonclion /(z) et ses dirivees des divers ordres restent finies et con- 
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tinues, pour des valeurs finies quelconques reelles ou imaginaires de z, 
si d’ailleurs ces derivees, savoir 

(53) /'(=), f\z), r{z), 

ne pement s’ emnouir toutes a la fois, le module R nadmettra pas de 
valeur minimum qui ne se riduise d zero. 

Demonstration. — Les valeurs minima du module R, s’il en existe, 
seront evidemment les racines carrees du produit 

(54) — i) = R2. 

Cela pose, concevons que le module R admette un minimum corres- 
pondant a une certaine valeur reelle ou imaginaire de 

(55) s—x-^y\f^i, 


et soit, pour cette meme valeur, /'"’(s) la premiere des derivees 
de f{z) qui ne s’evanouira pas. Comme on aura necessairement 

m 

(56) 

+ jyCri) = o, 

et, par suite, 

, 1 /'(•»— = 0 , f''{x — ysf^i)=o, 

(=>7) ) . , , 

si, dans la formule (20) de la dix-huitieme LeQon, on remplace F 
par /, cette formule donnera, pour la valeur de en question, 

(58) ds:=zO, d'^s^o, d^sz^o, 

I d'^s= 

(69) " 

( +/(« —y'J— i){dx — dy\fZ\y; 


puis, en representant par r, p, R^ les modules des expressions ima- 
ginaires 

x^y\fZ\, dxJr-dy^i, 
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et posant en consequence 

( X -h ysj — I =7'(cosi — isini), 

(6o) . . 

( fix -+- dj \/—i= p(cosT H- y — i siht^, 

{(5,) y(»'(;ar+y^'Cn)=;R„(cosT„-+-v^— ‘ sinT„), 

on tirera de I’^quation (09) 

( 62 ) rf''s = 2 RR„cos(T„— T + «t). 

Or, si la valeur minimum de R n’etait pas nulle, I’exprcssion (62) 
serait evidemment la premiere des differentielles ds, d-s, d^s, . . . 
qui ne s’evanouirait pas, et cette expression devrait rester toujours 
negative, quelles que fussent les valeurs attribuees aux difleren- 
tiellcs dx, dy, et par consequent a Tangle ■v. Mais il ai’rivc, au con- 
traire, que, dans le cas oil R diffh’e de z6ro, ainsi quo R^, le second 
membre de la formule (62) change de signe, tandis que Ton rem- 
place c par 'z -h — ’ m etant un nombre entier quelconque. 

Done cliaq'ue valeur minimum de f ou de R ne saurait dilF6rer de zero. 

Nora. — Lorsque le module R de la fonction 

(63) fis) — R(cosT H- v^— J sinX) 

devient infini pour des valeurs infiniment grandes du module Rde la 
variable u, on pent alBrmer que R admet une valeur minimum ou des 
valeurs minima correspondantes a des valeurs finies de r, et il rdsulte 
du theorbme II que Tequation 

(64) /(-) = o 


admet une ou plusieurs racines r6elles ou imaginaires. On se trouve 
ainsi ramene au th^oreme I de la quatorzieme Lecon. 
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YIN&T ET UNIEME LEQON. 

DES CONDITIONS QUI DOIVENT tTKE EEMPLIES POUR QU’ONE DIFFERENTIELLE TOTALE 
NE CHANGE PAS DE SIGNE, TANDIS QCE l’ON CHANGE LES VALECRS ATTRIBDSES 

AUX diffErentielles ues vaeubi.es indEpendantes. 


D’apres ce qu’on a vu dans la Leqon precedente, si Ton designo 

par u une fonction des variables independantes x, y, z et si Ton 

fait abstraction des valeurs de ces variables qui rendent discontinue 
Tune des fonctions u, du, d^u, la fonction u ne pourra devenir 
un maximum ou un minimum que dans le cas oil Tune des differen- 
tielles totales d^u, d'‘u, d^u, .... savoir : la premiere de celles qui ne 
seront pas constamment nulles conservera le meme signe pour toutes 
les valeurs possibles des quantites arbitraires dx, dy, dz, . . . , ou du 
moins pour les valeurs de ces quantites qui ne la reduirorit pas a zero. 
Ajoutons que, si quelques systemes de valeurs de dx, dy, dz, ... sont 
propres a faire evanouir la differentielle totale dont il s’agit, chacun 
de ces systemes devra changer une autre differentielle totale d’ordre 
pair en une quantile affectee du signe que conserve la premiere diffe- 
rentielle, tant qu’elle ne s’evanouit pas. D’ailleurs les differentielles 
d^u, d^u, d^u, ... se reduisent, pour des valeurs donnees de x, v, 
z, ..., a des fonctions entieres et homogenes des quantites arhi- 
traires dx, dy, dz, .... Do plus, si Ton appelle r, s, t, . .. les rapports 
de la premiere, de la seconds, de la troisieme, . . . de ces quantites, a 
la derniere d’entre elles, la differentielle 


{') 


U := — ; 




dy^‘ 


ni 


dy^ 






I dy 
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soi*a evidciiinient affcclee du iBeme signe quo la fonction entiorc di? /, 
s, r, laquelle on parvdent on divisant par la puissance aw 

de la derniere des quantiles djc, dy, ds c’est-a-dire du memo 

signe quele polynome 


(2) 


dr-”' u 


r-’“ + 


d^"‘ a « 

djr-"‘ 




2 m 
1 


d^"‘ II 


+. . . . 


En subslituant un polynome de cetle espece a chaquc dilTerenlielle 
d’ordre pair, on reconnaitra que la recherche dcs maxima ct minima 
oxige la solution des questions suivantes. 

PnoBLfeME I. — Trouper les conditions qiii doivent Hre remplies, pour 
qu’une fonction enliere des quantiles r, s, t, ... ne change pas de signe, 
tandis que ces quantiles varient. 


Solution. — Soit Y{r,s,t, ...) la fonction donnec, et supposons 
d’abord les quantiles r, s, t, ... reduites a une seule r. Pour que la 
fonction F(r) ne change jamais de signe, il sera necessaire et il suf- 
fira que I’equation 


(3) 


F(r)=o 


n’ait pas de racines reelles simples, ni de racines reclles egalcs on 
nombre impair. En cffet, si, /'o designant une racine reelle de I’equa- 
tion (3), m un nombre entier, et R un polynome non divisible par 
r — r„, on avait 


F(r) = (/'-r„)R on F(r) ~ (/• - /•o)S'«+‘R, 

il est elair que, pour deux valeurs de r tres peu differentes de r,,, 
mais I’une plus grande etl’autre plus petite, la fonction F(r) obtien- 
drait deux valeurs de signes contraires. De plus, comme une fonction 
continue de r nc saurait changer de signe, tandis que r varie enlre 
deux limiles donnees, sans devenir nulle dans I’intervalle, il est 
permis d’affirmer que, si I’equation (3) n’a pas de racines reelles, 
son premier membre conservera toujonrs le meme signe, sans jamais 
s’evanouir, et qu’il s’evanouira quelquefois sans jamais changer de 
signe, s’il est le produit de plusieurs facteurs de la forme (r — 
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par un polynome qui ne puisse se rcdiiire a zero, pour aucune valour 
reolle de r. 

Rcvenons maintenant au cas oil les quantiles r, s, t, ... sont on 
nombro quolconque. Alors, pour quo la fonction Y(^r,s,t, . . .) ik* 
puisse changer de signe, il sera necessaire ct il suffira que I'equa- 
tion 

(4) Y[r,s,t, ...) = o, 

resolue par rapport a r, ne fournissc jamais de racines reelles simples, 
ni do racines reelles egales on nombre impair, quellos que soiont 
d’ailleurs s, t, 


Corollaire I. — La fonction F(r) on F (;•, s,t, .. .) conserve constain- 
mont le meme signe, lorsque I’equation (3) ou (4) n’a pas de racines 
reelles. D’ailleurs, les conditions qui expriment qu’uno equation alge- 
brique n’a point de racines reelles peuvent etrc aisement decluites do 
la methode que j’ai developpce dans le dix-septieme Cahier du Journal 
(le I’Ecole Poly technique, p. 4^7 (^). 

Corollaire II. — Soil a ■= f(^x,y). La differentielle totalc 


(3) 


conservera constamment le meme signe, si I’equation 


( 6 ) 


d} u ^ ii d^ a 

<7^- dan dy dy^ 


n’a pas de racines reelles, c’est-a-dire si Ton a 


d^iL d^ii / d^it Y 
dy^ \dx dy) ^ 


La meme diflferentielle pourrait s’evanouir sans jamais changer de 
signe, si le premier membre de la formule ( 7 ) se reduisait a zero, 


(1) OEiwres de Cauchy, S. II, T. I. 
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ct adniettrait des valeurs cle signes opposes si ce premier membre 
dcvenait negatif. 

Corollaire III. ~ Soit ii = ficc,y, s). La differentielle totalo 


( 8 ) < 


„ cPu , , d^u d'-ii , 


rf.r* 


d^u . , d^u , , d^u , , 

2 -r— 7- dxdy-^- 3 .-j:^_dx dz + 2 dy dz 


’dx dy'~'~"-' ' ’^dxdz^''^"" ' “ dy d 

conservera constamment le meme signe, si I’equation 


( 9 ) 


Cp It 




/ cPu 

'^\dxdy^'^ 


d-ii \ 
dx dz j 


d- u , d^ a 
dy^ ^ dy dz 


dz'- 


= 0 , 


resoiue, par rapport a r, n’a jamais de racines reelles, c’cst-a-dire si 
I’on a, quelle que soit 


(lO) 


1 r d^ u d^ u 

/ d^u Y 1 

1 

\dxdy) _ 


(d^u 

d^u 

d‘U 

d^u ' 

\ d^ u 

d^U 

/ dHi Y 

\dx'- 

dydz' 

dxdy 

dx dz ^ 

) ^ dx^ 

dz^ “ ’ 

\dx dz ) 


Cette derniere condition sera elle-meme satisfaite quand on aura 

dHi \* 

;j>0 


d^il dru 
djc- dy^ 


dx dy j 


et 


(ii) 


Vd^u d^u / d^u \-l rd'-« d'^a / V 
\_dx^ dy^ \dxdy) J \jlx^ ~d^ \dxlh J 


/d^u u d^ ii d^u \ ® 

\ dx^ dy dz dx dy dx d- 




Scolie. — Soit u —/(x,y, s, . . .) une fonction de n variables inde- 
pendanfes y, z, ... et posons 


( 12 ) 


Ti / . % d^ It , 


d^it 


d^u 


dy^ ^ dz^ 


d* a 

■ 2 -7 — r- 4- 2 


d-u 


' dxdy 


dx diL 


, d^u 
rt-^ 2 " 7 — , 
dy dz 
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on sorte qu’on ait 

I V / ^ ».2 I w 

j dx^ ^ dxdy’ 

'll?/. \ 


a ^ d^u 
^ dz^ dy dz ^ 


Soit de plus D„ le polynome qui a pour premier terme le produit 

/ /. d^u d^u d^u 

^ ^ d^ 

et qui represente le denominateur commun des valeurs de dx, dy, 
dz, ... tirees des n equations 

I d^u , d^u . d^u j i(du\ 

dF^^^ 

d^-u , d'U . d^ti , ,/du\ 


I d^-ii , d'li , 

da: dy ^ ^ dy^ ^ 

d^ u , d^ u y 

iHTji 'T:rr. 

da: d^ dy dz 


d^ti y(du\ 

^ dz H- . . , — d[ -y- |j 
dy dz \dy J 

d^u y if du\ 

+... = rf( 3 j), 


en sorte qu’on ait 


_d^u 


d^u d^it [ dP^u 


dx^ dy^ \dxdy J ’ 

d^u d^u d‘U d^af d^u \® d^af d’U 


dx^ dy^ dz^ dx^\dydz] dy^ \dzdx) 

' d^u/ d^u V d'^u d^ii d^ii 

dz^ \ dx dy] dy dz dz dx dx dy^ 


Pour que le signe de la differentielle totale d^u ou de la func- 
tion F(r,^, «,...) reste independant des valeurs attribuees a dx, 
dy, dz, .... il sulfira que les rapports 

- . D, D, D, D„ 

(17) 0j> D*’ •••» j,« 
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soient tous positifs, c’cst-ii-clire que, parmi les expressions 

(i8) Dgf Esj • • *» Efl, 

celles qui correspondent a des indices pairs, soient positives, les 
autres etant affectees du memo signe que D). G’est ce que Ton 
demontrera sans peine a I’aide des considerations suivantes. 

Supposons d’abord que les variables y, z-, ... se reduisent ii 
deux, X et y. Alors, si la quantite 

(•9) S 

no s’evanouit pas, il sutBra d’attribuer a la variable r do tres grandes 
valeurs num^riques, pour que cette quantite D, et la fonclion 


(20) I<(, 




u 

df 


/ePu 2 d^ II I d^ u \ 

r rfj" dv /•“ dy^ ) 


soient affectees du meme signe ou, en d’autres termes, pour quo lo 
rapport 


soit positif. Ajoutons quo ce rapport, qui varie avec r par degres 
insensibles, croitra indefiniment avec r®. Done il admettra une valour 
minimum correspondante a une valeur finie de r et sera toujours 
positif si cette valeur minimum est positive. Or la valeur minimum 
dont il est ici question sera necessairement determinee par la for- 
mule 


( 22 ) 


rfF(r) 

dr 




de laquelle on tirera, en la combinant avec I’equation (20), 
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et, par consequent, 
(24) 


( 25 ) 


F(;-) 


Done le rapport (21) restera positif, quel que soit r, ct la fonc- 
tion F(/‘) sera constamment alFectee du meme signe que D,, si la 
premiere des fractions (17) est positive on, ce qui revient'au memo, 
si Ton a\ 


(26) 


J)2> O. 


Cette derniere condition coincide avec la formule (7). 

Considerons en second lieu le cas oil la function u renferme trois 
variables ind^pendantes x, y, z. Alors, si Ton suppose D, different 
de zero et Dj positif, la fo'nction F(r), d’apres cc qu’on vient de dire, 
restera toujours affectee du meme signe que D,, et Ton pourra en 
dire autant de la function 


(27) 



d‘u 

djr^ 


, d^u 
dxdy 



Gcla pose, il suffira eviderament d’attribucr aux deux quantites r, s, 
ou seulement a I’une des deux, des valeurs numeriques tres conside- 
rables, pour que la quantite D, et la function 


(28) 


F(/vO 


d^ii ^ ( d'^a d'u \ dhi 

— — ;; /*■' + 2 y- rs H 7~7 5" 2 I J- r H j — — s ) H 

dx^ dxdy dy^ \dxdz dy dz j dz- 

Sd^-u 2 f d'^ u d’^u \ I / , d- u d' u d^ a 

^ \^dx'^ r \ dx dy dx dz ) \ dy^ dy dz dz* 

. rd^u 2/ d^if dUi \ r / d^-u d^u d-a 

^ ^ \ \ dx^ ^ dx dz dz^ 


soient afFectees du memo signo ou, en crautres termes, pour que le 
rapport 

Ffr,.0 


(29) 
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soit positif. Ajoutons que ce rapport, qui varie avec r et ^ par degres 
insensibles, croitra indefiniment avec et avec s’‘. Done il admettra 
une valeur minimum correspondante a des valeurs finies de r et de s, 
et sera toujours positif si cette valeur minimum est positive. Or la 
valeur minimum dont il est ici question sera necessairement detcr- 
min4e par les formules 


(3o) 


d¥(r,s)_ d¥ir,s) _ 

dr ds 


desquelles on tirera, en les combinant avec I’equation (28), 


(3i) 


d^u 

d^u 


doody 

d^u 

d^u 

doc dy^ 

d^^ 

d“ a 

d'U 


dydz * 


d’-u 
da: dz 

d’^ u 
dydz 

d^it 


= 0 , 


= 0 , 

= F(r) 


et, par consequent, 

( 32 ) 

(33) 


F(/-) ._ D, 
D, "DtD! 


£3 


Done le rapport (ag) restera positif, quelles que soient les valeurs 
de r, s, et la fonction F(r, 5 ) sera constamment alfectee du meme 
signe que D, si les deux premieres des fractions ( 17 ), savoir 


5i £1 

Dj’ 


sont positives ou, ce qui revient au meme, si Ton a 


(34) 


Dg Oj Dj Dg ^ 0. 


II est d’ailleurs facile de s’assurer que les conditions (34) coincident 
avec les formules (ii). 
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Ea etendant les memes raise nnements et les memes calculs au cas 
oil la fonction u renfermerait quatre, cinq, six, . . . variables indepen- 
dantes, on prouvera generalement : i“ que les maxima ou minima des 
fonctions 


(35) F<7-), F(r,f), ¥{r,s,t), •••, F(r,5, 

sont egaux aux diiferenls termes de la suite 


(36) 


Pa Pi P/i 

P/ P,’ Pa’ ■■■’ P„_,’ 


2 ° que, si ces differents termes sont des quantiles afTectees du m 6 me 
signe que D, , on pourra en dire autant de chacune des expressions (35) . 
D’ailleurs, pour que D, et les expressions (36) soientdes quantiles de 
meme signe, il suffit evidemment que les rapports ( 17 ) soient tous 
positifs. 

ProblIime II. — Pliant donndes deux fonctions entiires des variables r, 

s, t trouver les conditions qid doivent Hre remplies, pour que la 

seconde fonction conserve un signe determine, toutes les fois que la pre- 
miere s’e'vanouil. 

Solution. — Soient F(r, 5 , «,...) la premibre fonction , et R = ^(r, s,t,...) 
la seconder On eliminera r entre les deux equations r(r, t,...) = o, 
et R = ^(r,s, t, . . .). L’equation resultan te, etant resolue par rapport 
a R, devra fournir pour cette quantile une valeur affectee du signe 
convenu, toutes les fois que Ton attribuera aux variables s, t, ... 
des valeurs reelles auxquelles correspondra une valeur reelle de la 
variable r. 


OEuttres de C* — S» II, t.IV. 


7 ^ 
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VINGT-DEUXIEME LECON. 


USAGE DBS FACTEURS IKDfiTERMlKfiS DAKS lA RECBEKCUE DES HAXIIUA ET iUlKIMA. 


Soil 

(1) J,5, ...) 

une fonction de n variables x, y, s, .... Mais concevons que ces 
variables, au. lieu d’etre independantes les unes des autres, comme 
on I’a suppose dans la vingtieme LeQon, soient liees entre elles par 
m equations de la forme 

( 2 ) (?=: 0 , w — O, — 

Pour deduire de la m^thode que nous avons indiquee les maxima et 
les minima de la fonction it, il faudrait commencer par eliminer de 
cette fonction w variables differentes a I’aide des formules ( 2 ). Apr^s 
cette elimination, les variables qui resteraient, au nombre de n — m, 
devraient etre considerees comme independantes, etil faudrait cher- 
cher les systemes de valeura de ces variables qui rendraient la fonc- 
tion u ou la fonction du discontinue, ou bien encore ceux qui verific- 
raient, qoelles que fussent les differentielles de ces memes variables, 
I’equation 

( 3 ) du = o. 

Or la recherche des maxima et minima qui correspondent a l’4qua- 
tion (3) peut etre simplifiee par les considerations suivantes. 

Si Ton differentie la fonction «, en y conservant toutes les variables 
donnees x,y, s, , I’equation (3) se presentera sous la forme 
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et renfermera les n differentielles dx, dy, dz, .... Mais il importe 
d’observer que, parmi ces differentielles, les seules dont on pourra 
disposer arbitrairement seront celles des n — m variables regardees 
comme independantes. Les autres differentielles se trouveront deter- 
minees en fonction des premieres et des variables elles-memes par 
les formules dv = o, dw = o, ... qui, lorsqu’on les developpe, de- 
viennent respectivement 


(5) 


dv , , d{> , 

dw , diP , dw , 
^dx + -^dy + ^dz + .. 


dz 


. = 0 , 


.= 0 , 


Cela pose, puisque I’equation (4) doit etre verifiee, quelles que soient 

les differentielles des variables independantes, il est clair que, si Ton 

elimine de cette equation un nombre m de differentielles a I’aide 

\ 

des formules (5), les coefficients des n — m differentielles restantes 
» 

devront etre separ4ment 4gales k z6ro. Or, pour effectuer I’elimina- 
tion, il suffit d’ajouter a Liquation (4) les formules (5) multipliees 
par des facleurs indeterminis , — X, — [A, . . . , et de choisir ces fac- 
teurs de maniere k faire disparaitre dans I’equation resultante les 
coefficients de m differentielles successives. Comme d’ailleurs I’equa- 
tion resultante sera de la forme 



et que, apr'es y avoir fait disparaitre les coefficients de m differen- 
tielles, il faudra encore egaler a zero ceux des differentielles res- 
tantes, il est permis de conclure que les valeurs de X, (x, v, . . . tirees 
de quelques-unes des formules 

, , du ^ dv dw du ^ dv dvo 

dx dx ^dx dy dy ^ dy 

devront satisfaire a toutes les autres. Par consequent, les valeurs de 
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X, y, :s, propres a verifier les formules ( 4 ) ct ( 5 ), devront satis- 
faire aux equations de condition que fournit I’elimination des inde- 
terminees X p., v, . . . entre les formules (7). Le nombre de ces equa- 
tions de condition sera n — m. En les reunissant aux formules (2), 
on obtiendra en tout n equations, desquelles on deduira pour les 
variables donnees x, y, s, ... plusieurs systeraes de valeurs, parmi 
lesquels se trouveront necessairement ceux qui, sans rendre discon- 
tinue Tune des fonctions u et du, fourniront pour la premiere des 
maxima ou des minima. 

11 est bon de remarquer que les equations de condition produites 
par Telimination de A, p., v, ... entre les formules (7) ne seraient 
alterees en aucune manifere si Ton echangeait dans ces formules la 
fonction u centre une des fonctions 9, w, — Par suite, on arriverait 
toujours aux mfimes equations de condition si, au lieu de chercher 

les maxima et minima de la fonction u, en supposant 9 = 0, w = o 

on cherchait les maxima et minima de la fonction 9, en supposant 
u = o, 99 = 0 ^ ou bien ceux de la fonction 99, en supposant u = 0, 
9 = 0 , . ; etc. Onpourrait meme, sans alterer les equations de con- 
dition, remplacer les fonctions u, 9 , 99, ... par les suivantes, u — a, 
9 — b, 99 — Cy . . a, b, c, ... designant des constantes arbitraires. 

Dans le cas particulier oil Ton veut obtenir les maxima ou les 
minima de la fonction u, en supposant x, y,s, ... assujetties a une 
seule equation 

( 8 ) v = o, 

les formules (7) deviennent 

du . dv du . dv du * 

et Ton en conclut, par I’^limination de'X, 

dx du du 

du __ dy dz 

dK> di> d^ * 

dx dy ~dz 


(10) 
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Cette dernifere formale equivaut a — i equations distinctes, les- 
quelles, reunies a I’equation (8), determineront les valeurs cher- 
chees A& x, y, s 

Exemple I. — Supposons que, a^b^c, ...,r designant des quantites 
constantes, et x, y, z, ... des variables assujetties a Tequation 

+ + - ou a;* + y® +- 5® - 1 - . . . — r^-=o, 

on demande le maximum et le minimum de la fonction 


ax ->r by cz +■.. .. 

Dans cette hypothese, la formule (lo) se trouvant reduite a 


(u) 


a b c 

x~^~ s 


on en conclura {voir \' Analyse algibrique, Note 11) (0 


ax+bv-^cs^... b^+ c®+... u , i/as®-!- 6®-(- c*-4-... 

H- I - OU — 


et, par consequent, 

(12) M =± A®+ c® 4 - 


Pour s’assurer que les deux valeurs de u donnees par I’equation ( 12 ) 
sont un maximum et un minimum, il suffit d’observer qu’on aura 
toujours 


(i3) 


{ax +by -yez +...y+{bx — ayy + {cx — as)®+...+ (c _7 — bsy+... 

= (a*+ c* + . . .) (.a3* + y® + s* + - • ■), 


et, par suite, 

«.*< (a®4- c® 4-. ..)/■*, 

k moins que les valeurs de x, y, s , ... ne verifient la formule (i i). 
Exemple 11. — Supposons que, a, b, c, k designant des quan- 


(1) OEmres de Cauchy , S. II, T. III^ p. 36o. 
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tites constantes, et a;, _r. s, . • . des variables assujetties a I’equation 


ax 4- -h -+-• • • = A’j 


on cherehe le minimum de la fonetion « = + — Dans 

cette hypothese, on obtiendra encore Ja formule (ii), de laquelle on 

conclura 

k + + . ■ . 

« s/7i 

ct, par suUe, 


(> 4 ) 


_ 

, ^ <2* + Z*® + C® -r . . . 


Si les variables x, y, z, ... se reduisent a trois et designent des coor- 
donnees reetangulaires, la valeur de \/«, donnee par I’equation (i4)> 
representera evidemment la plus courte distance de I’origine a un 
plan fixe. 

Exempk III. — Supposons que, a, b, c, k, p, q, r, ... desi- 
gnant des constantes positives, et x, y, z, ... des variables assu- 
jetties a requation 

ax by + cz-\-. k. 


on cherehe le maximum de la fonetion 


On trouvera 


u xPy^z ^, . . . 


du dx dy dz 

— =p h. 

u ^ X ^ y z 


et par suite on tirera de la formule (lo) 


P_^3_^L. 

ax by cz 


_p -i-q r + ... 

- , 


x=£. 


a p -h q -h r . 


r=| 


b /> -(- 9 -H r + . 


c p q r . 


Comme les valeurs precedentes de x, y, z, . . . rendront du con- 
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stamment nulle, et d^u constamment negative, elles fourniront un 
maximum de la fonction u. 

Exemple IV. — Concevons que Ton cherche les demi-axes d’une 
ellipse ou d’une hyperbole rapportee a son centre et repr^sentee par 
I’equation 

A -h 2 B xy -h C = K, 

Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum du rayon 
vecteur r, mene de I’origine a la courbe, et determine par la formule 
Cela pose, comme on aura 

dr=~(^xdx->rydy). 


on ne pourra faire evanouir dr qu’en supposant 

7 * = 00 OU X dx y dy ■=: o. 


La premi'^re hypothese ne pent etre admise que pour une hyperbole. 
En admettant la seconde, oa tirera de la formule (lo) 


X 


x^-\-y^ 


Cy-hBx x{kx -^By) y{Qy -\-Bx) K’ 


K 


-A = B^, 


5_c = Bi, 

y 


(i5) 




Observons maintenant qu’a des valeurs reelles de r correspondront 
toujours des valeurs positives der*, et que I’equation (i5) fournira, 
pour r®, deux valeurs positives, si Ton a AK >• o, AG — B-> o; une 
seule, si Ton a AC — B“<o. Effectivcment, la courbe, etant une 
ellipse dans le premier cas, aura deux axes reels; tandis que, dans le 
second cas, elle se changera en hyperbole, et n’aura plus qu’un seul 
axe reel. 
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VINGT-TROISIEME LECON. 

BfiTElOPPEMJBNT DBS FOKCTIONS BE PIDSIEURS VARliBLES. EXTENSION DU THtlOIlilHE 
DE TlYLOR A CES MfiMES FONCriONS. 


Soit 

(1) u= f(x, y, s, • • ■) 

une fonction de plusieurs variables independantes x, y, s, - . . , 
posons, comme dans la dix-neuvi^me Le^on, 

( 2 ) F{ix)=f{x + oida;,y-i-ady,z+ ads, ...)• 

La formule (8) de la page 353 donnera 


(3) 


F(«) = F(o) + 2 f'(o) + -^no) + ■ • • 


1.2.3. ..(« — !} 


. 2 . 3 ... 72 


F<'‘)(5a), 


6 designant un nombre inferieur k Tunite. D’aillears, comme on I’a 
remarque dans la dix-neuvieme Le§on, 

(4) F(«), F(«), F‘'(a), ..., FW(a) 

seront des fonctions de x, j, s, ... eta, qui renfermeront les seules 
quantites variables 

(5) x + adx, y-\-ady, s + ads, ..., 
et qui, pour a = o, se reduiront a 

(6) F(o) = tt, F{o)=:du, F"{o) = cf‘u, ..., F(“>(o) = 

Done, pour deduire de la differentielle totale d"u les valeurs de 
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F'"'(a) et de F">(0a), il sufiira de remplacer dans cette difFerentielle 
les variables oe, y, s, . .. par les expressions (5) ou par les suivantes : 

( 7 ) j? -h 5a dx, y -^8<x dy, s-i-da ds, .... 


Si, pour abreger, on designe par la valeur de Ff"’(Ga) ainsi obtenue, 
I’equation (3), combinee avec les formules ( 2 ) et (6), donnera 


(S) 


dx^ / H- oc dy^ ;; -H a dz^ 

I — ti -j— — diL -f- d^ It 


0 


1.2.3...(/1 — 1 ) 


d^-^u 






Done, si Ton attribue aux variables x, y, z, ... les accroissements 

( 9 ) \x—<xdx, Ly — a.dy, As=:xds, ..., 

I’accroissement correspondant de la fonction u=/(x, y, z, . . 
savoir 

( ^« + Ad?, y H- Ay, z -h Az, . . .) —f{x, y, z, . . .) 

(Jo) 

( =/( d? -t- a dx, y + X dy, z + a dz, ...) — u. 


pourra etre developpe suivant les puissances ascendantes de a I’aide 
de la formule 


(ii) Au-=.—du+-^—d^u- 
' I 1.2 


1 . 2 . 3 ... (« — I 


u ■ 


1 . 2 . 3 . . . n 




Si Ton suppose en particulier n = i, alors, en faisant 


on trouvera 

(13) du = ai(x,y,z, . . .) dx + x(^> 7 ’ * • •) ...)rfs+...; 

et les deux formules (8), (ii) donneront respectivement 

(1 4 ) /(x -{- a dx, y + « dy, z -h xdz, ...) = « + aCBj, 

(15) A«=:a©„ 


OEuvres de C. — S. H, t. IV. 


72 
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fit), representant le polynome dans lequel se transforme le second 
membre de I’equation (i3), quand on y remplace x x+-Udx, 
j par 7 -f- 6a dy, z par z-{-%«.dz, etc. 

Lorsque, dans la formule (8), le produit 


decroit indefiniment pour des valeurs croissantes de n, alors, en 
posant n = 30, on tire de cette formule 

(17) “t" ^ dx, JK a dy, - -t- a dz, ...') = u -du-+- ^ 4 * «-+-•••• 


Concevons maintenant que Ton prenne a = i. tes accroissemenls 
A.-r , Ay, As, . . . des variables independantes se reduiront a leurs dif- 
ferentielles dx, dy, dz, que Ton pourra d’ailleurs considerer 
comme representant des quantites finies quelconques h, k, I, — 
Alors aussi on tirera des formules (8) et (n) 


f{x+dx,y-\-dy, z + dz, 


(18) dll d*u 

I = M H 1 

( I I .2 


.'h 


ii 


(D,, 


f .2.3, . — j) . .n^ 


( 19 I 


da d- u 


d« = h 


I .2 


~h. 




CD// 


I .2.3. . — l) l .2.3 . . 


(Ba etant ce que devient la diflferentielle totale quand on y rem- 
place X para? 4 - 6 dx, y pary -h 0 dy, s par 5 4 - 6 ds, — Si Ton sup- 
pose en particulier n = i, on trouvera 

\ dx, y->r dy,z->r dz, .. .) 

1 =zf{x,y,z, .. .) + o{x + ddx, y + ddy, z-h6dz, dx 
(20) ' +xi^-+-^dx,y + Sdy, z-yddz, ...)dy 

I -y{p(x -h6dx, y + 6dy, z-ydds, . . .) dz 


Ajoutons que, si (Da s’approche indefiniment de zero pour des valeurs. 
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croissantes de n, les formules (i8) et (19) entraineront les suivanles: 


/ V , dll d^ii u 

(• 31 ) f{x dx, y + dy, dz, — — 


(23) 


. dll d^ u u 

^uz=i ^ \ - 

1 1.2 1.2.3 


L’equation (21) et celle qu’on en deduit lorsqu’on y remplace x, y, 
z, ... par zero, puis dx, dy, dz, ... par x, y, z, ..., fournissent le 
moyen d’etendre les theor^mes de Taylor et de Maclaurin, ou plutot 
de Stirling ('), aux fonctions de plusieurs variables. 

Concevons a present que, dans la formule (3) ou (8), la quantite a. 
devienne infiniment petite; il en sera de meme de la difiPerence 


(23) 


F(«)(0«) _F(»)(o) = iD„-rf*«; 


et, en designant par ^ cette difference, c’est-a-dire en posant 
(24) ©„ = rf»« + (3, 

on conclura des formules (8), (ii) 


( f{x a dx, y + dy, z + adz, ...) 


(25) 


j =>^+jdu+-^d^u +...+ ^ rf"-' « + 7^3— (d'‘u + ^), 

(26) + ,.2.3*. 1.2.3... 


S’il arrive que, pour certaines valeurs Aex,y,z, ..., les differentielles 

(27) du, (Pu, ..., d^-'u 

s’evanouissent toutes, la formule (26) donnera simplement 

(28) = 


( 1 ) M. Peacock a remarqu 6 que le th 6 or^rae, g 6 n 6 ralement attribue au geom&lre anglais 
Maclaurin, avail 6 ie donne, d^s 17*71 par son compatriote Stirling, dansl’Ouvrago intitule : 
Linece tertii ordinis Nei^toniance. 
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Si Ton suppose en particulier n = i, les equations (26) el (28) coin- 
cideront avec la suivante 

(29) Aj< = 4 - P), 

et, par consequent, avec la formule ( 3 ) de la seizieme Legon. Ajou- 
tons quo les formules (28), {29) comprennent la theorie des maxima 
et minima des fonctions de plusieurs variables, et que le theoreme 1 
de la vingtieme Lecon pourrait etre immediatement deduit de la for- 
mule ( 28). 


FIX DU C.VLCOL DIFF^IRENTIEL. 
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NOTE 


SUR LA DfiTERMINATION APPROXIMATIYE UES RACINES d’CNE EQUATION ALGEBRIQUE 

OU TRANSOENDANTE. 


Soil 

( l ) /(^)=0 

une equation dans laquelle represente une fonction quelconque 
algebrique ou transcendante de la variable x, Designons d’ailleurs 
par a la valeur approchee reelle ou imaginaire d’une racine de cette 
equation, et par i une expression r6elle ou imaginaire, mais dont le 
module soit trfes petit. La formule (49) de la page 4^0 donnera 


( 2 ) 


j /(« + «■)=/(«) -I- 7/'(«)+--- 


le module de I devant lui-meme tres peu differer de zero. Done, pour 
que le binome a -f-i se reduise a la racine en question, il sutfira que 
Ton ait 


(3) 




1.2.3.. — I) 




[ . 2 . 3 . . . /I 


[/‘"’(a) + 1] = 0 - 


Si, dans la derniere formule, on neglige I vis-a-vis a), on 

obtiendra la suivante 


(4) 1 


/(«) + 7 /'(«)+ 7 ^ /"(«)+•■ 
/«— 1 


+ + rrXTTj/'"'-) = »' 
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qui se reduira, pour n — i, a 

(5) /(a) + «/'(«) = 
pour n = 2 , a 

( 6 ) + = 

pour « = 3, a 

(7) . /(«) +^7'(«)-H^/V) 


etc ■ 

Si maintenant on substitue, dans le binome a -4- 1 , la valeur unique 
do i propre a TGrijfior l*e(juation (5)> savoir 



ou si, parmi les valeurs de i propres a verifier I’une des equations (6), 
{']), . • • , on choisit cells qui a le plus petit module, le binome a -\-i 
representera en general non la valeur exacte, mais une seconde valeur 
approchee de la racine que Ton considere; et I’on pourra merae, dans 
un grand nombre de cas, apprecier le degre d’approximation de cette 
seconde valeur i I’aide des principes que j e vais etablir. 

Supposons d’abord que la fonction /(a?) et la quantite a soient 
reelles. On demontrera sans peine les propositions suivantes : 

XHEORfeME I- — Si la fonction /{o}), etant continue entre les limites 

acquiert a ces deux limites des valeurs de signes contraires, si d’ailleurs 
la fonction denude f (a?) ne change pas de signe entre les limites dont 
il s’agit, V equation (i) admettra une racine reelle, mais une settle, com- 
prise entre ces mimes limites. 

Demonstration. — En effet, la fonction /'(^) changeant pas de 
signe entre les limites x — a,x = a + ai, la fonction f{x), supposee 
continue, croitra ou decroitra constamment depuis la premiere limite 



DES JEQUATIONS ALGfiBRIQUES, ETC. 575 

jusqu’a la seconde, en variant avec x par degres insensibles, et 
acquerra ainsi toutes les valeurs intermediaires entre les valeurs 
extremes. Done, puisque ces valeurs sont de signes contraires, la 
fonction f{x) s’evanouira, mais une fois seulement, entre les limites 
X = a, X :=^ a 0 . 1 . 

Tiieoreme II. — Concevons que^ la quantile i etant determinee par 
V equation (5) ow (8), on nomme B un nombre egal ou superieur a la 
plus grande valeurnumerique que pent acquerirla fonction f"{x) entre 
les limites x = x a -h oi. Si la valeur numerique de la quantile 
J'{a) est superieure d celle du produit 

(lo) aBi, 

V Equation (i) admettra une seule racine reelle, renfermee entre les 
limites a, a -\-oi. 

Demonstration. — En effet, si Ton pose 

(xi) ^ zz: a -h r -h 5, 

on aura, en vertu de I’equation (5) et des formules (47)> (48) de la 
huitieme Logon, 

/(«) + (*■+-) /'(«) + =)] 

-/'(«) + +=)], 

/'(a) + (* + =)/"[« + 0(4 + ^)], 

0, 0 designant des nombres inferieurs a I’unite. Or, si la condition 
enoncee dans le theoreme II est remplie, la fonction /"'(ir) conser- 
vera evidemment le meme signe que /'(«) pour toutes les valeurs 
de 5 comprises entre les limites z-= — i, s = + par consequent, 
pour toutes les valeurs de x comprises entjpe les limites a, a-\- 21 , 
tandis que les valeurs extremes de la fonction f{x), savoir 

(i4) —if'{a) et i[f'{a) + + 


[ /(«) = 
(>2) I 

(iS) /'(^) = 
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seront affectees de signes contraires. Done, en vertu du theoreme 1, 
Tequation (i) aura une seule racinereelle comprise entre les limitesa, 
a + 28 . 

Theoreme III. — Concevons que, la qmntite i itant ddterminee par 
la formule (8), on pose 

(i5) b = a-\-i 


et 

(i6) 


j 


nb) 

fib) 


Solent d’ailleurs A la plus petite valeur numerique que puisse acquerir la 
fonction f'{x) entre les limites x =. a, x — a o.i, et'^t la plus grande, 
valeur numerique que puisse acquerir entre les mimes limites la fonc- 
tion f"(x). Si la valeur numerique du rapport 


2B« 

T" 


est infirieure a 1‘ unite, celle de j ne surpassera pas le produit 


et V equation fi) admettra une racine rdelle comprise non seuhment entre 
les limites a, a -t- 2 i, mais encore entre les limites b, h is, j. 

Demonstration. — Si, comme on le suppose, la valeur numerique 
du rapport ( 17 ) reste inferieure a Tunite, la valeur numerique de 
aBi ne surpassera pas celle de f{a). Done, en vertu du theoreme II, 
I’equation (i) offrira une racine reelle, mais une seule, renfermee 
entre les limites a, a-^ni. De plus, en d^signant par 6 un nombre 
compris entre les limites o, i, et ayant egard a la formule ( 5 ), on 
trouvera 
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puis on tirera de Tequation- (19), combinee avec les forxnules (i 5 ) 
et (16), 


( 30 ) 


/(g + t) 


^/"(a+St) 


et comme, par hypothese, les valeurs numeriques des quantites 

/"(a + ee), /'(a 4-0 


seront, la premiere inferieure a B, la seconde superieure a A, il est 
clair que la valeur num6rique de j ne surpassera pas celle du produit 



Done la quantite j sera renferraee entre les limites 


B 

2 A' 


-f- 


2A 


et la quantite ay entre les suivantes 

B 1 . B « . 


par consequent entre les limites — 4- Done 

& H- 2/ =r ffl 4- J 4- ay 

sera renferme, ainsi que b, entre les limites a, et, si Ton 

fait varier x depuis x = b jusqu’a a? = 6 4- ay, les valeurs nume- 
riques des fonctions /'(^)» f"(^) demeureront, la premiere supe- 
rieure a A, la seconde inferieure a B. Enfin, comme, y etant infe- 
rieur a i, et A superieur a /'{b) (abstraction faite des signes), la 
valeur numerique du produit aBy ne surpassera pas cejle du pro- 
duit aBi qui est inferieure k A, ni, a plus forte raison, celle ief'(b), 
on prouvera par des raisonnements semblables a ceux a I’aide des- 
quels on a etabli le th6or'eme II, que la racine reelle dejk men- 
tionn6e est renferm^e entre les limites b, b-i- 2/. 


OEuvres de C. ^ S. IT, I, IV. 
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CorollaireL — On voit par ce qui pr^cfede comment, etant donnee 
la valeur approchee a d’une racine reelle de Tequation (i), on pent, 
•a Taide de la formule (5) ou (8), ofatenir de nouvelles valeurs appro- 
chees et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles la racine 
se trouve comprise. G’est dans I’emploi de cette meme formule quo 
consistela methode de Newton pour la resolution approximative des 
^nations numeriques. II est bon d’observer que les differences entre 
la racine cbercbee et ses deux premieres valeurs approchees a, b 
seront respectivement inferieures, Tune a la valeur numerique de 21 , 
I'autre a la valeur numerique de 2 /, et, a plus forte raison, au produif 


Done, si Ton designe par p la valeur numerique de i, et celle de la 
quantite ^ par 



les differences dont il s’agit ne surpasseront pas les nombres 

ap, jp»=3ps. 

De meme, si Ton nomme c, d, . .. les troisibme, quatrieme, . . . valeurs 
approchees de la racine en question, elles n’en differeront que de 
quantitds qui ne surpasseront pas les nombres 

®(pe)‘= 2 ps», ®(pe3)»=3p£% 

Done les erreurs que Ton pourra commettre en substituant a la racine 
cbercbee ses valeurs approchees successives 

b, Cf d, , , . 

seront respectivement inferieures aux divers termes de la suite 
(aS) 


ap, ape, ape®, ape’, 
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Ajoutons qiie ces termes se reduisent a 


( 24 ) 


kB, A's’, As*, As®, 


lorsqu’on y transporte la valeur de p tiree de I’equation (21), en fai- 
sant pour abreger 


(25) 



.1 


Supposons maintenant que le nombre i ne surpasse pas une unite 
decimate de I’ordre n, en sorte qu’on ait 


1 



Si Ton suppose en meme temps 



m designant un nombre entier quelconque, les termes de la serie (24) 
seront respectiyement inferieurs aux nombres 


(28) 




kn±:tn 


j \ 8/Z±/7t 

W 


Done, parmi les chiffres qui suivront les unites de I’ordre m, si Ton a 

(=^ 9 ) ’ 

ou les unites decimales de I’ordre nz, si Ton a 


(3o) A<(fo)'”, 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera egal k n dans 
la premiere valeur approchee de la racine reelle de I’equation (i), a 
dans la seconde valeur approchee, a 4 " dans la troisikme, — 
Done ce nombre sera double a chaque operation nouvelle. La propo- 
sition que nous venons d’enoncer s’accorde avec celles auxquelles 
M. Fourier est parvenu dans le Bulletin de la Societd phUomathique de 



580 NOTE SUR LA RESOLUTION 

mai i8i8, en cherchant le nombre de decimales exactes que fournit 

a chaque operation nouvelle la methode de Newton. 

Si Ton a 

(3i) 

les termes de la serie (28) deviendroat respectivement 


(32) 



et par consequent le nombre des decimales sur I’exactitude desquelles 
on pourra compter sera double pour le moins a chaque operation nou- 
velle. 

Corollaire IL — Comme, en vertu de fa formule (2,1), la valeur 
numerique de Texpression (17),. savoir 

aBp 

"ST’ 


se reduit a 4e» il estclair que cette valeur numerique sera inferieure 
k I’unite^ si Ton a 

(33) £<i- 

Corollaire in. Il est bon d'observer encore que, si la condition 
§nonc6e dans le th 4 oreme IITse trouve remplie, si d’ailleurs la func- 
tion fix) ne change pasde signe entre les limites a? = «, a?= a 4 - 21, 
la valeur de 

determinee par L’equation (20), sera une quantite affeetee du meme 
signe que le rapport 

/"(«) 

/'(«) ■ 

Comme on pourra en dire autant de chacune des differences 


c — b, d—c, 
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il est clair que toutes ces differences seront des quantiles de meme 
signe et que les valeurs approchees 


6 , Cy Cty . . . 


formeront une serie croissante ou une serie decroissante. Cette 
remarque s’accorde encore avec Fune de celles que M. Fourier a 
enoncees dans le Bulletin deja cite. 

Supposons a present que Ton prenne pour i, non plus la racine 
unique de I’equation (5), mais celle des racines de T^quation (6) 
qui s’approche indefiniment de zero en meme temps que la quan- 
tite /(a), saToir 


(34) 


2 /(a) 
/'(«) 



, .f{a)f"{ay 


Alors les tfieoremes H et IH devront 4tre remplaces par ceux que je 
vais enoncer. 


TuEORfiME IV.- — Concevons que; ta quantitd i dtant ddterminde pai 
la formule- (34)» on nomme C un nombre dgal ou supdrieur d la plus 
grande valeur nurrudrique que pent acqudrir la fonctwn /"’{sc) entre les 
limites x = a, x = a ai. Si les deux expressions 

(35) . f{a).^ 2 if.\a) 

sont des quantitds de mime signe, eV offrent des valeurs numdriques qu 
surpassent celle du produit 

( 36 ) aCi*, 

I'dquation (i) admettra une seule racine rdelle renfermde entre k. 
limites a, a -+- 2i'_ 

Ddmonstration. — Eh effet, si F on pose 

x = a + i-^z. 


on aura, en vertu de I’dquation (6) et des formules (48), (49) de 1 j 
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note sue la resolution 


( 3 ?) 


[/(S) =:/ia) 4-(i4-5)/'(«)-(- 






(38) /'(/C) + + 


9, 0 designant des nomLres inferieurs a I’unite. Or* si les conditions 
enoncees dans le th^oreme IV sont remplies, la fonction /'(^) con- 
servera evidemment le rnSme signe gue/"(a) pour toutes les valours 
de s comprises entre les Utaites 5 = — i, s = c, par consequent poui 
toutes les valeurs de a? comprises entre les limites a! = a, x~a-f- 2 i:, 
tandis que les valeurs extremes de la fonction /(a;), savoir 



i\fV) + + 


seront affectees de signes contraires. Done, en vertu du th^orfeme I, 
Tequation (i) aura une seule racine reelle comprise entre les limites 
a, a -h 2 i. 

# 

TffitoRfiMB V. — Concemns que, la quantiti i itani determinee par la 
formule (34), on pose 

(4o) b ct i 


et 

<40 


• V(^) 

f‘{b) 


I 


14- 



f{b) f{b)' 

7W) fib) 


Soient d’aiUeurs A la plus petite valear mmerique que puisse acquerir la 
fonction /{x) entre les limites x — a, x~a-\- 2 i, et B, C les plus 
grandes valeurs nwndriques que puissent acqudrir, entre les mimes 
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limites, les fonctions f'^sc). Si les rapports 
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(42) 


2Bj aCt* 
A ’ A ’ 


A zb 2 B J 


restent, abstraction faite des signes, inferieurs a V unite, la valeur name- 
rique de j ne surpassera pas celle du produit 


( 43 ) 


2 C 


7* 

It A ’ 


et V equation ( i ) admettra une racine rdelle comprise, non seulement entre 
les limites a, a-\- li, mais encore entre les limites h,b 2 j. 

DSmonstration. — Si, comme on le suppose, les valeurs numeriques 
des rapports (42) restent inferieures a I’unite, les expressions (35) 
seront des quantites de m6me signe, et leurs valeurs numeriques 
surpasseront le produit aC?®. Done, en vertu du theoreme IV, Tequa- 
tion (i) olfrira une racine rdelle, mais une seule, renfermee entre les 
limites a, a 4- 21. De plus, en d4signant par 0 un nombre inferieur 
a I , et ayant 6gard a la formule (6), on trouvera 

I /(^)=/(« + 0 

(44) ' 7*2 p 

I =fia) + lf'{a) + —r{a)+^^r{a + di) = ^/«{a + 6i). 


puis on tirera de cette derniere, combinee avec les formules (4o) 
et (4i), 


(45) j 


jS fur^a + ei) 
3 f'{a + i) 


V 3 /'(a + {) /'(a + j) 


D’autre part, comme les valeurs numeriques des quantites /"(a 4- i), 
/"'{a 4- 0 i) ne surpasseront pas les nombres B, C, la valeur num6rique 
de I’expression 

^ r{a 4- Bi) 

3/'(a4-«) f'{a + i) 
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ne surpassera pas celle du produit 


I aBt aCt* 
12 A A ’ 


inferieure elle-meme, en vertu de I’hypothfese admise, a la fraction 


I 

12 


Par suite, la valeur numerique de jne surpassera pas celle du produit 


3 A 


1 - 4 - 


\/^-n 


tS 

fzrrr A ^ ' 


6-4-v/33 a 


ni, a plus forte raison, celle du produit 

2 C 


II A 


-r r- 


Done la quantite 2j sera renfermee entre les limites 


2 2Qti^ . 2 2C«® . 

II A II A 

auxquelles on pourra substituer les deux suivantes 


2 . 2 . 

1, — 2 , 

II II 


et la somme i -h 2/ == a h- i -h 2/ entre les limites 

par consequent, entre les quantites a, a -4- ai. Done, si Ton fait 
varier x entre les limites b, h + y, les fonctions f{x), f"{x), 
fXx) resteront (abstraction faite des signes) la premiere superieure 
a A, la seconde inferieure k B, la troisibme infkrieure a C, et les deux 
expressions 

(46) 


fib), 
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seront des quantiles do memo signe, dont Ics valeurs numeriques, 
superieures au plus petit des deux nombres 

A, A±2B,/> ^1— A, 

surpasseront, a plus forte raison, le produit 

(47) 2C,/^<— Ct^<-^A. 

' 1 2 1 12 1 


Cela pose, on prouvera, par des raisonnements semblables a ceux a 
I’aidc desquels on a etabli le theoreme IV, que la racine reelle deja 
mentionnee est comprise entrc les limites b, b j. 


Corollaire I. — On voit, par ce qui precede, comment, etant donnee 
la valeur approchee a d’une racine de I’equation (i), on peut., a I’aide 
delaformule (6) ou (34)» obtenir de nouvelles valeurs approchees, 
et I’esserrer de plus en plus les limites entre lesquelles la racine se 
trouve comprise. C’est dans I’emploi de cette formule que consiste la 
methode de Halley pour la resolution approximative des equations 
numeriques. 11 est bon d’observer que les differences entre la racine 
cherchec et ses deux premieres 'valeurs approchees a, b seront res- 
pectivement inferieures Tune a la valeur numerique de ni, I’autre a 
la valeur numerique de ay, et a plus forte raison a celle du produit 


A. Ajs— i££ 

1 1 A 1 1 A 


{■it). 


Done, si Ton designe par p 
quantite — j- par 

1 1 A. 


m 


s^ = 


2Cp- 
n A ’ 


les differences dont il s’agit ne surpasseront pas les nombres 


2p, 


u A 


p®=: 2ps®. 


OEavres de C. — S. 11, t. IV. 
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De ineine, si Ton nomme c, d, . . . les troisl5me, quatrieme, . . . 
valeurs approchees de la racine en question, elles n’en differeront 
que de quantites qui ne surpasserontpas les nombres 

.... 

Done les erreurs que Ton pourra commettre en substituant a la racini* 
cherchee ses valeurs approchees succcssives 

a, b, c, d, ... 

seront respectivement inferieures aux divers termes de la suite 

(49) 2p, 2p£S 2p6*, 2p£-“ 

Ajoutons que ces termes se reduisent a 

(oo) ks, ke^, /'£“, ke^’’, ..., 

lorsqu’on y Iransporte la valeur de p tiree de I’equation (48), en sup- 
posant £ positif, et faisant pour abreger 



Concevons maintenant que le nombreene surpasse pas une unite 
decimale de I’ordre n, en sorte qu’on ait 

( 5 .) 

Si Ton suppose d’ailleurs 
(53, 

m designant un nombre entier quelconque, les termes de la seric (5o) 
seront respectivement inferieurs aux nombres 

/ I \ n±m / j \3a±m / j \ 9n±«3 / j y-n±„i 

U; ’ U; ’ Uj ’ [To 


( 54 ) 


J 
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Done, parmi les chiffres qui suivront les unites de I’ordre m, si Ton a 

(55) • ‘-<(1^)” 

ou les unites decimales de I’ordre m, si Ton a 

( 56 ) /f<(io)"S 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera egal a n dans 
la premiere valeur approchee de la racine reeile de I’equation (i), 
a Zn dans la seconde valeur approchee, a 9 « dans la troisiemo, etc. 
Done ce nombre sera triple a chaque operation nouvelle. 

Si Ton a 

(57) A-<i, . 

les termes de la serie (54) deviendront respectivement 



et par consequent le nombre des decimales sur lesquelles on pourra 
compter sera triple pour le moins a chaque operation nouvelle. 

Corollaire II. — II est bon d’observer encore que, si les conditions 
enoncees dans le theoreme V sent remplies, si d’ailleurs la fonction 
/'"(a;) ntf change pas de signe entre les limites a? = a, a? = « -+- a?, la 
valeur de 

j = c—b, 


determinee par I’equation (45), sera une quantite affectee du meme 
signe que le produit 

r(«) 

Tw 

Done, si le rapport 


( 59 ) 


r{a) 

/'(«) 


est positif, les differences 


i — b — a, 


jz=c — b. 
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scront des quantiles de meme signe, ct les valeurs approchecs a, h, 
p.,d, ... formeront une serie croissante ou decroissante. Lc conlrairc 

arrivei’ait si le rapport (og) devenait n6gatif. 

Dcs raisonoements semblables a ceux que nous avons devcioppes 
ci-dessus sufBraient pour faire voir que les formules (7) ct suivantcs, 
appliquees a la determination approximative des racines de I equa- 
tion (i), fournissent pour ces racines, ct sous cerfaines conditions, 
des valours approchees successives dans lesquelles le nombrc des 
cliifFres exacts est quadruple, quintuple, etc., a chaque operation 
nouvelle. 

11 nous reste a montrer de quelle manibre on doit modifier les prin- 
cipes que nous venons d’exposer, pour les rendre applicablcs a la 
recherche des racines imaginaires des fonctions algebriques ou Irans- 
cendantes. Nous etablirons, a ce sujet, les propositions suivantes : 

Lemme I. - Si I’ on designe par a, % 7, S qitatre quantites rMles, la 
somme 

( 60 ) cty + ^S 
sera toujours comprise entre les limites 

( 61 ) 

Demonstration. — On aura identiquement 
(6a) (ay H- (aS — Py)®= (a®-f- (3*) (y®-t- 6’) 

et, par suite, 

(63) + 

Done la valeur numerique de la somme 

(Xy 

sera inferieure ou tout au plus egale au produit 

(a’+[3»)^(y5+5*)^', 

ct par consequent cette somme sera renfermee entre les limites (61). 
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Scolie. — On prouverait de meme que la somme 

(®4) -(- PPi yyi H- . . . 

ofFre line valeur numerique inferieure ou tout au plus egale a celle du 
produit 

(65) . + + 

quelles que soient les valeurs reelles de a, y, • .. » a,, Yu • • ■ • 

Lemme II. — La somme. de deux expressions imaginaires offre, ainsi 
que leur difference, un module compris entre la somme et la difference 
de leurs modules. 

Demonstration. — En effet, soient 

(66) a + (3v/— I, y + 6\/— I 

les expressions imaginaires proposees. Leur somme et leur difference 

( 67 ) a + y + (p 4- 3) V''— I, a — y4-((3 — 3)v/— I 
offriront pour modules les deux quantites 

[«S+|3!+2(«y + pa)4-y*+5*]S, 

[ «= + (3* - 2 ( ay 4- P3) 4- y® - 1 - 3* f , 

qui, d’apres le lemme I, seront Tune et I’autre renfermees entre les 
deux limites 

i i _____ 

(«S + ps _ 2 i/a’- 4- (3- i/y» 4- 3*4- y® 4- 3 = ± ( i/a’- 4 - P’ - i/y^ 4- 3* ), 

I (a®4- p- 4-2 \/a*4- p®V)'*+ 3*4-y®4- 3^)*= v^a*4- P®4- \/y®4- 3*, 

c’est-a-dire entre la somme et la difference des modules des expres- 
sions (66). 

Lemme III. — Si Von ddsigne par a, p, «, v des quantitds rSelles, et 
par 0 un nomhre infirieur a Vunitd, le module dt V expression imagi- 
naire 



(70) 


a 4 - 0«4-(P4-3e)\/— I 
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sera compris enlre les modules des deux suivantes : 

(71) a + a + ji + (P-t- (’)v/— 

Demonstration. — Comme le module do I’expression (70), savoir 

(73) P^-+- 3 9(«« + P(’) + 

peut etre presente sous la forme 

[{u^-h(’^)d + «it + p(’Y-^{xv~puy- 

(73) ’ 

il cst clair qu’il croit ou decroit constamment, tandis que Ton fait 
croitre 6 entre les limites G = o, 0 = i. Done la plus grande ot la plus 
petite des valeurs qu’il regoit alors sont celles qui correspondent a 
ces limites, e’est-a-dire les modules des expressions (71). 

TiiEORfeME VI. — Soient 

x—p-hfj I 

une variable imaginaire, 

a = >. + (jt \f^\ 
une valeur particuliire de cette variable, et 

£ = a - 4 - P \/ — I 

un accroissement attribue a. la valeur a. Concevons d’ailleurs que, p, q, 
p,, a, p etant des quantite's rielles, on designe par 

(74) p = (aS-hP“)* 

le module de a + par f(x) une fonction dont les derive'es ne 

puissent s’ evanouir toutes a la fois, et par 9(7?, q), y^{p, q) deux /one- 
tions reelles de p et de q propres d virijier la formule 


(75) 

Enfin, posons 

(76) 


^ =z a 4 - « H- 5 
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5&l 


el 

Si la fonction /{x) reste continue, ainsi que sa Mrivee fix'), et conserve 
un module superieur d celui de V expression 


( 78 ) /(« + 0 » 

pour toutes les valeurs reelles ou imaginaires de z qui offrent un module 
egal d p, si de plus les valeurs correspondantes du rapport 


(79) 


9'(A<7) 


sont telles qu'on ne puisse trouver parmi ces dernieres deux quantites 
dont le produit se reduise d — i, Viquation (i) admettra une seule 
racine imaginaire de la forme a + i + z, le module de z etant infd- 
rieur d p. 

Ddmonstration. — En effet, si, dans la fonction 


/(ar) =/(« + « 4- 5), 

on fait varier z par degres insensibles, mais de maniere que le module 
de z ne depasse pas la limite p, on obtiendra pour cette fonction une 
infinite de valeurs dont Tune olFrira un module plus petit que toutes 
les autres. Soient5o,jt?o, q^ les valeurs de z,p, 5 ' correspondantes a ce 
plus petit module, en sorte qu’on ait 

(80) — Po“f"?o\/ — *• 

Le module de So sera plus petit que p, et I’expression 

(81) y((3! -t- i-h Sd) — fipf, + <7o \/— i) 

s’evanouira necessairement; car, si le contraire arrivait, alors, en 
attribuant k la variable z une valeur infiniment peu differente de s#, 
et par consequent au module de z une valeur comprise entre les 
limites o, p, on pourrait choisir ces valeurs de manifere que le module 
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de f{a + i-hs) devint inferieur au module de/(« -f-« + 5o) {voir 
le theoreme V de la treiziSme Leeon). Done, si les conditions enon- 
cees dans le theoreme VI sont remplies, rexpression/(a + z + 5„) 
sera nulle, et I’equation (i) admettra une racine a; = a + i + 5, dans 
laquelle le module de z restera inferieur a p. J’ajoute qu’une sciile 
racine a + i + = 1 jouira de cetle propriete ; car, si Ton 

avait en m^me temps 

(82) /(jOo+?o'/^) = o. /[/>»+“ + (<70+ 

/P« + «, + v designant des valeurs reelles de./> et de q, distinctes 

de jUo, qt et correspondantes a un module de z plus petit quo p, on 
en conclurait 

(83) 9(/)o,,7o)=:o, 9(;>||H-K,(7o+t’)=o, 

(84) Z(/’o,?'o)=o, x(A+ ">! 7i)+ <') = '>• 

D’ailleurs, en ayant egard non seulement a la formule (yS) de laquelle 
on tire 


(85) 


( 86 ) i 


^ + ? V'=1) 


dq dp ~ X(/’.9'J. 

i dx(p,q) _ «(?(/’,?)_ 


I dq 


dp 




mais encore a la formule (20) de la vingt-troisieme Legon, et repre- 
sentant par 6, 0 deux nombres inferieurs a I’unite, on trourerait 


j o(/5(.+ (lo + ‘0 = ?(/’(.. ?o) + tt 0 «, yo + 0 P) + 0 U, q,+ h'), 

^ X (/>« + ". •+• '’) = X (/’o, ) + « x' (ft + 0 «, yo + 0 e) + (> 9'(/?, + 0 «, ,71, + 0 (■) ; 

puis on deduirait de ces dernieres equations combinees avec les for- 
mules (83) et(84) 

?'(/’»+ 0«> yo+0t’) 9'(jOo+0tt, yo + Oc) _ 

X'(/>o+ Su,q^-^Sv) x'(/)o + 0!<,9o+0«’) 


( 88 ) 
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Or r^uation (88) ne pourrait subsister qu’autant que les deux 
valeurs du rapport (79) qui correspondent : 1° a jt? =/•„ -j- Ozf, 
q =1 2“ a p =pa-+-%u, q =z fourniraienl un pro- 

duit egal —1, ce qui n’aura pas lieu dans I’hypothfese admise, 
attendu que les modules des diflferences 

Pii "1” ^ It -H (^0^" \/ — I — {iz + /), pQ + 0w -f- (^o^“ 0f’) 1 — {ct i) 

seront, en vertu du lemme III, compris entre les modules des sui- 
vantes 

po+go s/^ — (a 4- i), po^ u-{- {go+ v) i — (« + i), 

et par consequent inferieurs a p. Done alors Tequation (i) n’offrira 
qu’une racine imaginaire correspondante a un module de z- plus petit 
que la quantite p. 

Corollaire. — Lorsque le rapport (79) conserve constammenf le 
meme signe pour toutes les valeurs de z qui offrent un module infe- 
rieur a p, alors parmi ces valeurs de z on n’en pent trouver qu’une 
seule a laquelle corresponde une racine de I’^quation (i). 

Th^;oriS:me VII. — Soienl 

X—pJrq sj— I 

une variable imaginaire, 

a = psj — I 

une t'aleur particuliire de cette variable, 

{■ = a 4- P 


une expression imaginaire propre a vdrifier laformule (S); et posons 

jc — a + i ■+■ z. 

Concerns de plus que, p, q, p., a, p etant des quantiles reeU.es, on 
designe par /(^x) une fonction re’elle ou imaginaire de x.dont les deri~ 
vees ne puissent s’dvanouir toutes d la fois. Enfin, soient p le module 
de i, et B un nombre egal ou supirieur au plus grand des modules 

75 
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quacquiert la foncUon f\x), tandis que le module de s reste compns 

entre les limites o, p. Si le module de I expression 




surpasse le produit 


r equation (i) admettra une seule racine imaginaire de la forme 
le module de s itant infSrieur a p. 

Demonstration. - Adoptons les notations employees dans les for- 
mules (jS), (77), et faisons en outre 

(gt) z = it -j- , 

ii, V dAsignant deux quantiles reelles 

(92) Ri= )]“!“» 

/ d^ojp, q) __ ' 

“ dp 


L’equation (yS) entrainera evidemment les suivantes : 

I /'(/> + = ?'(/’. 9)+'/^ %'(/’> S')- 

\ /''(p + q\j—i) = !f''(p, q) + ^~'i7’{p,q)- 

De plus, on tirera des formules (86) : 1“ en les differentiant par rap- 
port a p. 


dfXPiSl-- 9 ) _ 


q’ipyq) 


( 95 ) 
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ou, ce qui revient au meme, 


( 96 ) 
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d^(?{p,q) _ 

d^XiP>9) _ 

dpdq * 

dp^ 

d^xip^q) _ 

d-^ip^q) _ 

dp dq 

dp- 

itiant par rapport a q, 

d’ <i?{p,q) _ 

H.n^ 

d^xip^q'i _ 

r/n /J.n 


(97) 


dq^ 


d*<^{p,q) 

dp dq 


=—x\p>q)’ 


On trouvera par suite, en considerant p ei q comme variables inde- 
pendantes, 


(98) 

(99) 

([ 00 ) 


( d<9{p,q) —(Sf'{p,q)dp — y;{p,q)dq, 

I dx{p,q) =^7!{p,g)dp-^<^\p,q)dq, 

( d^<^{p,q) = <^''{p,q) {dp"^ — dq^) — i-fip, q) dp dq, 
( d^xiPy^)= X''iP’ q){dp‘-—dq^) + 2 f{p, q) dp dq, 

( d q) = 9'\p, q) dp — y^'{p, q) dq, ' 

1 dy;{p, q)^x"iP^ q) dp ■+■ q"{p, q) dq. 


D’autre part, comme on aura 

(foi) = a -H t H- 5 = 7. + a (ft + P -4- (')\/ — i, 

on conclura des Equations ( 76 ) et ( 94 ) 

I /(^) = <p(X + aH- «, ft- 4 - j 3 + p) H-v'^ + « + + 

(102) < /'(a;) = !p'(XH-a-)-«, 

( /"(tc) = cp^(l -ha + a, fz,-}-P + f) 4- X"’(>^ 4- a + a, fH- P H- p). 
Enfin, comme I’equation (5) pourra etre pr4sent6e sous la forme 

(103) /(X -t- fty/ — i) + (« 4 - P\/ — i)/' [X 4 - « 4- (ft 4 - p) \/ — r] = 0, 
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on tirera de cette equation, reunie aux formules (70) et ( 94 )> 

^ I 0 (X, fi) + a ft) — P %'(X, fi) - 0, 

^ ! 7 .(X,p) + a%'(X, [i)-l-j3(p'(X,fi) = o. 

Soient maintenant 6,, 0 ,, 9 j, ©» des nombres inferieurs a 1 unite. 

Les equations (18) et (20) de la vingt-troisieme LeQon, combinees 
avec les formules (98), (99), donneront 

; o(X + a + «,jH-P + i>) = ?(X,n) + (a + «)®'(X,fi)-((3+i>)x'(^,F) 

^ (« + (^^ 2 y»[X + &,{« + «), F + 9 . (P + P)] 

< 

yjX + a + H, F + p + (’) = Z(^, F) + (« + “) Z'(^> F) + (P + *') ?'(^> f^) 

+ ^ «)-- (|3 _ -t ! !! + e. (a + a), F + Q. (P + <’)] 

\ -+- (a + k) (P -h 4- 01 (a -I- «), + 01 (P -h r)] 

ou, ce qui revient au meme, 


(106) 


i o(A + « + a, F + 13 + (>) = a ®'(X, f) — x'(^> F) 

+ («4-a) —tP+ . '’) -^„[^_^_gi(^_l_^),F+gi(|3 ■)■(.)] 

-(a+a)(P + p) 7 /[X 4 - 5 i(a+a),F+Si(P + (’)], 

X(X + a + a,F + P + 1') = F) ■*" F) 

+ (“^")'~(^ - ‘’ --x‘'[^+Qi(« + «).F + ei(i 3 + (0] 

1 + (a + k) (P 4- + 01 (a 4- £^), fA H- 01 ( P 4- (^)] 


et 


(107) 


' o'(i-{-a + zf,f4 + P -l-p) = ©'(X,fJt) 4 - (a4- tf)©"[A4- ^2 (a4- + ^2 (P -H ^)] 

I — (P 4- yji"^ 4- ^2 H- ^)f P + ^2 (P +• ^)]> 

4 a 4- 4- P 4- = %'(X, fi) 4- (a 4 «) + €) 2 (a 4 w), 4 02(P H- ^')] 

1, 4 (p 4 4 02 (cc 4 w), 4 02 ( P *4 <’)]• 


D’aillears, en vertu du lemme I et des suppositions admises, les 
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valeurs numeriques des expressions 
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(«+ k)^— (( 3 + p)^ 
2 


+ f) ?y. 
- x"(/>. q) + {«+ «)(P + (’) ?"(/’, q) 
resteront inferieures au produit 


+ (|3 + v)\ 

2 


(a+„)s_(P + „)! 


+ [(a + «) (P + p)]>f ![?'(/>, ?)?+ mp, B 


et les valeurs numeriques des expressions 
{a+u)a''{p,q)-{^ + v) fip, q), (« + u) f{p, q) + (P + ?) 

au produit 

[(„+„)»+ (p + ![?"(/), q)f+ [%"(/>, 9)P!t< B [(«+«)=+ (|3 

i 

toutes les fois que le module de s, savoir (a* + p*y, verifiera la 
condition 


(io8) 




Done alors, en designant par 6', ©', 0 ", 0 " des nombres inferieurs a 
I’unite, on tirera des formules (io6), (107) 


{'09) 


(no) 


9 (X + a + «, [i + P + (’) = tt ®'(X, p) + p) ± 9'B (” + “) +(P + 0 ^ 

X (X + « + », p + P + (>) - « y!{h p) + 0 9 '(X, p) ± Q'B ^ , 


9 '(X + « + H,p + P + (')=: 9 '(X, p) ± 9’ B[(a + «)’+ (P + e)®]S 


I x'(X 4-a + «,p + P + e)= F) ± 0‘'B[(a + «)= + (p + (')*]*. 
Gela pose, la premifere des formules (102) donnera 
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puis on en conclura, en prenant u = o, c = o, 

(112) + « + + 

Done I’expression imaginaire 

(•78) /(ff-l-jJ =/[X-(-a + (f^ + | 3 )V''->] 

aura pour module la quantite 
,ii3) + 


D’autre part, 
imaginaire 

savoir 


com'me, en vertu du lemme II, le module de I’expression 

I S — CC “t“ M -f- (P -i~ e) ^ — * I , 

[(a+«)=H-((3 + e)=]S 


sera inferieur au double du module de i, et verifiera, par consequent, 
la condition 


(11 4 ) [(«+ f/)--l-(P + e)’]^< 3 p, 

tant que le module de 5 ne surpassera pas le module p ; il suffira de 
prendre 

(115) (M2+t,s)s=p — (as+ps)*, 
et de supposer 

(116) R,>2Bpv/2, 

pour que la fonetion /(a?), determinee par la formule (i j 1), offre un 
module superieur a la difference 

(1*7) pR|-(5'*+e'=)*'2Bp’>p(R,-2Bpv^). 

m 

Done ce dernier module surpassera celui de I’expression (78), si 
I’on a 

Ri>-Bpv'i, 

2 


(1*8) 
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et, a plus forte raison, si Ton a 

( 119 ) R,>4Bp. 

Alors aussi les diverses valeurs du rapport ( 79 ), correspondantes a 
des modules de z plus petits que p, seront telles que, parmi ces 
valeurs, on ne pourra en trouver deux qui fournissent un produit 
egal a — I . En effet, si I’on choisit k et p de maniere a verifier la con- 
dition 

( 120 ) 

on aura, en vertu des formules (no) et (i i 4 ), 

( 121 ) g) =(p'(X,fi)± 2 eBp, = ± 2 ©Bp, 

0, 0 designant deux nouveaux nombres inferieurs a I’unite. En 
d’autres termes, la function q) restera comprise entre les limites 

— 2Bp, (p'(i, (i) 2Bp, 

et la function y^(p, q) entre les limites 

x'(^, fi) — 2Bp, x'(^. f*) + 2Bp- 

11 est aise d’en conclure que, si Ton designe par p^, q^,p^, q^ deux 
systfemes de valeurs de et 5 " correspondants a des modules de z plus 
petits que p, la somme 

( 122 ) <p'(Po, ?«) i[Pu qx) + y'iPo, qo) x'iPu qi 1 

restera comprise entre la plus petite et la plus grande des seize 
valeurs que peut acquerir I’expression 

(123) [9'(X, fi) ± 2Bp] [(p'(i, li) ± 2Bp] + [x'iKp) ± 2Bp] ±2Bp], 

eu egard aux doubles signes qu’elle renferme. Done, si Ton nomme 
(p,, y, les valeurs numeriques de F'’) xX.^» F^)* 

elles par la formule 


(124) 


<pf +Zt =Rt. 
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la somme (122) ne pourra devenir inferieure a la plus petite des seize 
valeurs de I’expression 

(laS) (?i ± 2Bp)'(!pi± aBp) + (^i ± aBp) (xi ±: aBp). 

Or cette plus petite valeur sera evidemment positive, si la condi- 
tion (119) est remplie, et se reduira, dans ce cas, a Tune des Irois 
quantites 

(126) (9i — 2Bp)*-h(xi — 2Bp)S 

(127) (cpi — 2Bp)® — (aBp — 7;,) (aBp -(-%,) = R? — 4Bp9,> Ri(Ri — 4Bp), 
(.<28) (Zi — 2Bp)=~ (aBp — 91) (aBp -+-?,) =R? — 4Bpxi> Ri(R, — 4Bp), 

savoir a la quantite (126), si I’on a en memc temps 

(129) o,>2Bp, 7;,>2Bp, 

a la quantite (127), si Ton a 

(130) 5ri<2Bp et, par suite, 9i>\/RJ — 4B“p® >.2Bp\/3, 
enfin a la quantite (128), si Ton a 

(t3i) 9,<2Bp et, par suite, Zi > \/Bi — 4B® p® > 2B p \/3. 

Done alors I’expression (122) restera toujours positive, et la formule 

^£32) ?'(Po, go) J 

x'(;?o,7o) z'(/3„5ri) “ 

ne sera jamais verifiee. D’autre part, nous avons deja prouve que, 
dans le meme cas, le module de I’expression (78) est inferieur a tous 
ceux que pent acquerir la fonction f{x), tandis que le module de :: 
reste egal a p. Done alors, en vertu du theorfeme VI, I’equation (^1) 
admettra une settle raeine correspondante a un module de j:; plus 
petit que p. 

Theor^me VIII. — Les mimes choses etant posies que dans le theo- 
rime VII, disignons par A le plus petit module que puisse acquerir la 
fonction f(x) =/(a -+-14- z), tandis que le module de z varie entre 



DES Equations alg^ibriques, etc. eoi 

les limites o ef p. Soient d’ailleurs 
(<33) b = a + i 


el 

(i34) 

Sj le produit 

(90) 


fib) 

fW' 

4Bp 


est infe'rieur au nombre A, liquation (i) admetlra une racine imagi- 
naire qui sera non seulement de la forme a-\-i-^-z — h-k-s,le module 
de s itant inferieur a. p, mais encore de la forme b +j -h s, le module 
de s etant plus petit que celui de j. 

Ddmonstration. — Lorsque le produit (90) est plus petit que A, il 
est, ^ plus forte raison, inferieur au module de f'{a). Done alors, en 
vertu du theoreme VII, I’^quation (i) offre une racine, mais une 
seule, de la forme a + i + Zf le module de z etant inferieur k p. 
D’ailleurs, si les conditions enoncees dans les theorkmes VII ctVIll 
sont remplies, le module de f(.b')—f(^a->ri) ne surpassera pas le 
second membre de la formule (ii3), et par suite la valeur de j, 
determinee par I’equation (i34) ou 


(.35) 


/(« + .') 


offrira un module pt qui verifiera la condition 


(136) p,<i *p. 

Done, tant que le module de ^ restera inferieur a celui de j\ le module 
de 7 + # restera inferieur a p, ou meme a ^ p, et les modules des deux 
expressions 

( 137 ) f^ib+y + s) 

demeureront le premier superieur a A, le second inferieur a B. Cela 

OEuvres de C. — S. Il, t, IV. 76 
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pose, comme, p, etant plus petit que p, le produit 4Bp< restera infe- 
rieur k A, et, a plus forte raison, au module de prouveia, 

par des raisonnements semblables h ceux a I’aide desquels on a etabli 
le theoreme VII, que la racine ci-dessus mention nee est de la forme 
-I- y _i_ s, le module de s etant inferieur a p, . 

Corollaire [. — On voit, par ce qui precede, comment, etant donnee 
la valeur approchee d’une racine imaginaire de I’equation (i), on 
peut, a I’aide de la formule (5) ou (8), obtenir de nouvelles valeurs 
approehees, et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles le 
module de la racine se trouve compris. II est bon d’observer que les 
differences i-f--, f+s entre la racine cherchee et ses deux pre- 
mieres valeurs approcbees a, b, offriront, en vertu du lemme II et de 
la formule (i36), des modules inferieurs aux nombres 

B . /- 

(138) ap, ap,<jp-v' 2 . 

Done, a plus forte raison, dans les differences dont il s'agit, les par- 
ties reelles et les coefiffeients de sj— i ne surpasseront pas les quan- 
tites (i38), quo Ton peut remplacer par les suivantes 

en faisant, pour abreger, 

(139) 

On prouvera de meme que, si I’on nomme c,d , les troisieme, qua- 
trieme, . . . valeurs approehees de la racine en question, les diffe- 
rences entre c, d, ... et eette racine offriront des modules qui ne 
surpasseront pas les nombres 

®(p5)*V^ = ap£*, |(p£»)*\/2 = 2pe’, 

Done, en substituant a la racine cherchee les expressions imaginaires 

Cy dy < * * ) 


ape, 


Bp v/a 
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on ne pourra commettre sur la partie reelle et sur le coefficient 
de V— 1 que des erreurs qui ne surpasseront pas les differents termes 
de la serie 


(l4o) 2p, 2p£, 2p£®, 2p£', .... 

Remarquons d’ailleurs que, si Ton pose 

/ / \ ; 4A 2A\/2 

Bi/a U 

ces differents termes deviendront respectivement 


(i 42 ) ki, kt^, Ae*, .... 

Concevons maintenant que le nombre z ne surpasse pas une unite 
decimale de I’ordre n, en sorte qu’on ait 



Si Ton suppose, d’ailleurs, 

(.«) 

wdesignant un nombre entierquelconque, les termes de la serie (142) 
ne surpasseront pas ceuxde la serie (28). Done, parmi les chiffres qui, 
dans la partie reelle d’une valeur approchee ou dans le coefficient dc 
sj—it suivront les unites de I’ordre m, si Ton a 

(45) ^'<(1^)”'’ 

« 

ou les unites decimales de I’ordre m, si Ton a 


(46) A<(io)"‘, 

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera egal a n pour 
la premiere valeur approchee, a sn pour la seconde, a 4” pour la 
troisibme, etc. Done ce nombre sera double a chaque operation nou- 
velle. 
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CoroUaire II. — Comme on tire de la formule (iSg) 



il est clair que le produit 4 Bp sera inferieur a A, si Ton a 

(147) £<gV/a- 

Pour montrer une application des methodes que nous venons d’ex- 
poser, prenons d’abord 

( 148 ) f{x)-=ia^-\-xox — i, 

en sorte que I’equation (r) se reduise a 

(149) — 1 = 0. 

D’apres ee qui a ete demontre dans V Analyse algebrique (page 5 19) ( ' ), 
Tequation (149) n’aura point de racines negatives, mais une seule 
racine positive et quatre racines imaginaires, attendu que Ic premier 
membre pourra etre a volonte considere comme offrant ou cinq varia- 
tions de signe, ou une seule variation et quatre permanences de signe. 
De plus, si Ton designe par rie module de Tinconnue x, celui de 

,2?®=! — 10,2? OU 

devra etre, d’apr^s le lemme II, inferieur a la somme i -f- lor; et par 
consequent on aura, pour chacune des racines, 

(150) r®<n-ior, 

Done le oiodule de chaque racine sera inferieur au nombre 2, puis- 
qu’on ne peut supposer r > 2, sans avoir en mfime temps 

r*>i 6 >io-f- -• 

2 r 

D’ailleurs, si, dans I’equation (149), on remplace le dernier terme 


(I) QEuvres de Cauchy, S. II, T. Ill, p, 424- 
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par zero, et la lettre x par la lettre a, !a nouvelle equation que Tan 
obtiendra, savoir 

(i5i) fl® + ioa = o, 

se decomposera en deux autres 


(i 52) a — o, 

(»53) £1*4-10 — 0 OU £l* = — 10, 


dont la seconde sera verifiee par les quatre valeurs de a comprises 
dans la formule 


(i54) 

Cela pos6, faisons 



(‘0 




la valeur de i 6tant determin6e par I’equation 

rfi’i ./‘(^) _ q°+TOfli — I _ I 

^ ^ f\a) 5a*-hio 

Comme, en prenant : a= p; 2 ® — 10 , on tirera successive- 

ment de cette meme equation 

(155) ^= — z= 0,1, 

10 

(1 56 ) izm — ^ 0,026^ 

40 


on conclura du lemme II que, pour un module de s infer! eur a celul 
de i, le module de x restera compris entre les limites 

(j 5 y) o et 0,2, 

si Ton a a = o, et entre les limites 


1 

(i 58 ) (10)* 0,05 = 1,72827,.., 


1 

(io)*+ o,o5 = 1,8282^. . 
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si Ton a a’ = - 10. Done alors, pour que le module de 

reste superieur au nombre A, et le module de 

inferieur au nombre B, il suffira de prendre, dans le premier cas, 
(i5g) A— 10 — 0 (o, 2 )*■= 9 » 99 ®’ 

(i6o) B = 20(0,2)’ =0,16, 

et, dans le second cas, 

(, 6 i) A= 5(1,72827...)*— 10= 34,609..., 

(162) 8 = 20(1,82827...)’ =122,22 

Or, si Ton adopte les valeurs precedentes de A et B, on tirera : 1" de 
laformule (21), en supposanta = o, p = z = 0,1, 


(i 63 ) 

2" de la formule 
(r 64 ) £ = 


(0,16)^ ^o, 0008 <0 ,001 ; 
2 ( 9 > 993 ) 

(iSg), en supposant a’=: — io,p = — 

(O,025)(l22,22...)v/^ _^ 

2(34,609...) 


0 , 025 , 


D’ailleurs les valeurs de s fournies par les equations (i63), (164) 
verifient evidemment les conditions (33) et (147)" Done, en vertu 
des theoremes 111 et VIII, I’^quation (149) admettra une racine reelle, 
positive, mais inferieure k 0,2, et quatre racines imaginaires com- 
prises dans la formule 

\ T 

(i 65 ) ^ - 0,025 + 


le module de 5 devant ktre, pour chacune de ces racines, inferieur 
a 0,025. De plus, si Ton designepara, b,c,d, ... les valeurs appro- 
chees successives d’une racine de I’equation (i49)» deduites : i® de 
la formule (i5a) ou (i54); 2° de la formule (8), les erreurs que Ton 
pourra commettre en remplagant cette racine par af b, c, d, ... ne 
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surpasseront pas les differents termes de la gerie (aS) ou (i4o)( inle- 
rieurs eux-memes aux nombres 

(166) 0,2, 0,0002, 0,0000000002, 0,0000000000000000000002, ..., 

s’il s’agit de la racine reelle, et aux nombres 

(167) o,o 5 , o,oo 5 , o,oooo 5 , o,oooooooo 5 , ..., 

s’il s’agit des racines imaginaires. Par consequent une operation nou- 
velle, ou deux au plus, fourniront pour chaque racine une valeur 
approchee qui renfermera huit ou neuf decimales exactes. Ainsi, par 
exemple, les deux premieres valeurs approchees de la racine reelle. 
savoir x = o, x = o,\, seront suivies d’une troisieme 


(168) ~ ^ ~ 5 ( J,°1 )> V 10 ~ ° ’ °999990 ooo 5 . . . 

qui benfermera neuf et meme dix decimales exactes. De plus, aux 
valeurs approchees des racines imaginaires, donnees par I’equation 


(169) 


X : 


• 0,025 ±1,257433. . .(r ± i), 


OU, ce qui revient au meme, par les deux formules 

1,282433. . .± (1,257433. . I , 

(170) ^ 

it* zz— 1,282433. . .± (1,257433. . .) v/— I , 


succederont, apres une ou deux operations nouvelles, des valeurs plus 
approchees, savoir 

i, 23 i 8 i 3 . . .± (x, 258 io 5 . . .) v/— I , 

(17O 

ic = — r, 281818. . .± (1,258007, . .) V — I 


I ^ t, 23 i 8 i 475. . •± (1,25810649. . 0 \/— I , 
( 5? = — 1,28181425, . .± (1,25800767. . 0 » 


et les deux derni^res offriront huit decimales exactes. 
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Soil inaintenant 

(173) /(a?) = e®— a", 

en sorte que I’equation (i) se reduise a 

( 174 ) e^—x = o. 

Alors, en prenant pour a la valeur de x fournie par I’equation (taS) 
de la page 485, c’est-a-dire en posant 

(170) a = o, 3 i 8 i-t- (1,3372) \/— I, 

on tirera de la formule (8) 

(176) / = 0, 0000317. . .+ (0,0000357. . .) I . 

On aura done, en designant par p le module de i, 

1 

(177) p = [(0,0000817. ..)* 4 - (0,0000357. . .)®]® = 0,0000477 

D’ailleurs, si Ton fait 

(ii) x = a~hi + 5 = o, 3 i 8 i 3 i 7 . . . 4 - (1,3872357. . .)\/— 14 -. 5 , 

il est clair que, pour un module de s, inferieur a celui de i, la partic 
reelle de la variable x restera comprise entre les limites 

0,3181817. . . — 0,0000477 = o, 3 i 8 o 84 o. . ., 
o, 3 i 81317. . .4- 0,0000477 = 0,8181794. . . . 

Done alors, pour que le module de /'(^) = e® — i reste superieur au 
nombre A, et le module de /"(^) = e® inferieur au nombre B, il suf- 
fira de prendre 

(178) A = — i = o, 37449 -.-, B = _ 


D’autre part, si Ton adopte les valeurs precedentes de p, A et B, on 
tirera de la formule ( 1 39 ) 


(179) 


('>^7462 


.) (0,0000477. 


3(0,87449...) 


••)v/2 a 

— - ■■ =0,00001239. . . , 
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Or la valeur precedente de i verifie evidemment la condition (i47)- 
Done, en vertu du theoreme VIII, I’equation ( 174 ) admettra une 
racine imaginaire de la forme 

(180) ■a: = o,3i8i3i7... + 1,3372857 . . . y/ — i -h s , 

le module de z etant inferieur a 0,0000477 Ajoutons que, si Ton 

nomme a, b, c, d, ... les diverses valeurs approchees de cette racine 
deduites les unes des autres a I’aide de la formule (8), les differences 
, entre la racine cherchee et ses valeurs approchees ne surpasseront 
pas les diflPerents terij^-es de la serie (i4o) ou 

(181) 0,00095..., 0,000000011..., 0,00000000000018, .... 


FIN DO TOME IV DE LA SECONDE SERIE. 
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